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LOI GIO'T1 THIEU

DPoc gid dang cé trong tay mot cudn sach dic biét: day vira la mot cudén sach vé Toan, lai vira
la mot cuén tiéu thuyét ma nhan vat chinh cda né la Bai todn Phécma. Ai ciing biét, Bai toan
Phécma la mot trong nhirng bai toan khé va néi tiéng nhat caa toan hoc, 1a "nhan vit chinh"”
cda Toan hoc trong sudt hon ba thé ky. Tac gia da thong qua cudc doi ciia nhin vat chinh dé
dé mé ta cho doc gid mot birc tranh toan canh vé lich st phat trién cia nhiéu nganh todn
hoc trong ba thé ky qua. Sw Iwa chon cua tac gia that la hop ly, bdi 1€ Bai toan Phécma la
"con ga dé trirng vang ctia Toan hoc hién dai". Nhitng c¢§ ging cla cic nha todn hoc nham
gidi Bai toan Phécma da lam niy sinh nhiéu ly thuyét méi. Nhitng ly thuyét nay sé con mai
v&i toan hoc, ca khi Bai todn Phécma da dwoc giai xong. Chirng minh "Pinh 1y cudi cing cta
Phécma" ma Andrew Wiles trinh bay la mét chitng minh rat khé, van dung hiu hét nhirng
kién thirc ctia nhiéu nganh todn hoc hién dai. N6i nhu Ken Ribet, chi c6 khodng mo6t phin
nghin nha toan hoc cé thé hiéu chirng minh dé. Viy ma cuén sach nay dwoc viét cho méot doi
twong rat rong rai: cho bat ky ai yéu thich todn hoc! Céng viéc khé khin dé dwoc hoan
thanh mot cach tai tinh: tac gid da 1am cho ngudi doc hi€u dwoc con dwong dan dén chirng
minh cta A. Wiles, thAm chi hiéu dwgc tw twdng chinh ctia chirng minh. Pay 1a cuén "tiéu
thuyét lich sit" (todn hoc) ma ban cé thé doc di doc lai nhiéu Ian. Mai khi trinh d6 toan hoc
cda ban niang cao hon mét bwéc, ban lai hiéu sdu hon mot diéu nao dé trong sach. Va diéu
quan trong hon nitra la cuén sach nay sé lam ban thém yéu toan hoc, mot nganh khoa hoc
khong nhirng can thiét cho cudc song, ma con chira diy chit tho, ddy nhirng cudc phiéu luu,
va tham chi cd am muwu nira!

Mong rang sé& c6 nhiéu hon nira nhitng cuén sach nhw thé nay, nhirng cudn sach gép phan
16i cudn cac ban tré di vao khoa hoc. Vi thé, ching ta hét sirc tran trong sw gitip d& cia Lién
minh doanh nghiép My vi nén gido duc Viét Nam, Nha xuit ban "Bon birc twong Tam clra
s6" da tao diéu kién dé cac ban tré Viét Nam c6 dwoc cudn sach nay, va nhirng cuon khac
trong twong lai. Can ndi thém rang, viéc dich mot cudn sach "vira todn, vira ti€u thuyét" nhw
thé nay 1a mot viéc 1am rat kho khan. Né doi hoi nguwoi dich cling phai "vira 1a nha van, vira
la nha toan hoc". Ban dich cta Gido sw Tran Van Nhung va cic cong suw c6 thé xem la kha
thanh cong.



Xin tran trong gi®i thiéu cudn sach cung ban doc.

GS. TSKH. HA HUY KHOAI

LOTINGUO'1 DICH

Trong lich st toan hoc khéng thé cé bai toan nao khac so sanh dwgc véi Bai toan Phécma
(Fermat). N6 dwgc phat biéu mot cach don gidn dén mirc ngay cad mot hoc sinh trung hoc co
s& cling c6 thé hiéu dwoc, nhuwng viéc tim 1oi gidi da thach thirc tri tué nhan loai biét bao
nhiéu thé hé suét hon ba thé ky rwdi vira qua va ngwdi hoan tit ching dwdng cudi cing vao
nam 1993 1a GS.TS. Andrew Wiles. Ong sinh tai Cambridge (Anh), nhan bing tién si tai
Truwong Pai hoc Téng hop Cambridge va sau dé sang gidng day va nghién ctru toan hoc tai
Trwong Pai hoc Tong hop Princeton (Hoa Ky). Ciing chinh tai day, sau 8 ndm lao dong lién
tuc, bén bi va khoc liét 6ng da giai quyét xong Bai toan Phécma.

O Viét Nam chiing ta ciing c6 nhiéu ngudi (1am toan hodc khong 1am toan), néi riéng la cac
em hoc sinh va cac thay c6 gido pho thong hay cic ban sinh vién va gidng vién dai hoc, cao
dang, rat thich thu tim hiéu, theo ddi quéa trinh gidi quyét siéu bai todn nay va trén thuc té
cling da c6 mot so it nguwoi thir giai nd!

Theo ching t6i dwoc biét thi & nwdc ta, mot s6 nha toan hoc ¢ uy tin lam viéc trong cac linh
vuc gan gli voi Bai todn Phécma, nhw hinh hoc dai s6, giai tich Pidphang.... d3 nam duoc
lwgec d6 va phwong phap chirng minh cia Andrew Wiles.

Chung t6i bay té sw cdm on téi ba Barbara Stewart, Chu tich Lién minh doanh nghiép My vi
nén gido duc Viét Nam, ngwdi da ting ching tdi cudn sach géc bang tiéng Anh va tich cuc
giup d& trong viéc lién hé v&i Nha xuit ban "Bén birc twong Tam cira s6" cho phép dich
cudn sach sang tiéng Viét va in tai Viét Nam. Dong thoi, ching toi cling xin cdm on Nha xuit



ban Gido duc, 6ng Giam doc Ngo Tran ai, Ph6 Giam doc PGS.TS. Vi Dwong Thuy, Ph6 Giam
ddc TS. Nguyén Dang Quang, ba Nguyén Minh Ly (bién tap cho cuén sach) va TS. Pham Phu
thudc Nha xuit ban Gido duc da tich cwc cong tac, gitip d& dé ban dich cudén sach dwoc xuat
ban tai Viét Nam. Tap thé dich gia dac biét cdm on GS. TSKH. Ha Huy Khodai (Vién Toan hoc,
TT KHTN va CNQG) da doc, gép y cho ban thdo va viét 1o gidi thiéu cho cudn sach.

Do trinh dd chuyén mén toan hoc va tiéng Anh ctia nhitng ngudi dich cuén sach nay con
han ché, ching t6i mong dwoc ban doc cdm thdng va chi gido cho céac sai sét dé lan tai ban
sau nay dwoc hoan thién hon.

Xin cdm on ddc gia!

TM Tép thé dich gia

Xuan Canh Thin  GS. TS KH. Tran Van Nhung

2000 B6 Gido duc va Pao tao

49 Dai Cb Viét, Ha Noi

DT: 04-8692479 Fax: 04-8693243

E-mail: tvnhung@moel.edu.vu



LO'1 GIOT THIEU CUA NHA XUAT BAN

Nam 1993, tai mo6t hoi nghi khoa hoc & nwéc Anh, mot nha todn hoc dén tir thanh phéd
Princeton (Hoa Ky) d4 1am chdn dong dw luan. Ong da giai quyét dwoc mdt trong nhirng van
dé toan hoc cuwc ky huyén bi, diéu ma hang ngan nha toan hoc da bo tay trong suét hon 350
nam qua : 6ng da chirng minh dwoc Pinh ly cudi cling cia Fermat (Phécma) trong mot bai
bao dai 200 trang. Viéc chirng minh dinh ly d3 ngdn mat ctia 6ng 7 nam troi va sau d6 phai
thém mot nam nira d€ 6ng hoan thién chitrng minh ctia minh. Pinh ly cudi cing ctia Fermat
1a mot cAu chuyén vé con ngudi, vé lich sir va vé cac nén vin héa nam 4n & dang sau thanh
twu khoa hoc vang doi nay.

Puogc viét béi mot hoc gid Phap thé ky thi XVII, dinh 1y phat biéu 1én nghe c6 vé don gidn:
binh phwong clia mot s6 s6 nguyén c6 thé phan tich thanh tong hai binh phwong ctia hai s6
nguyén khic - chang han, nam binh phwong (25) bang bén binh phwong (16) cong ba binh
phwong (9) - nhwng diéu twong tw khéng xay ra doi véi lily thira bac ba hay cac liy thira
bic cao hon. Sau khi Fermat qua doi, rat nhiéu nha toan hoc da danh ca cudc doi dé co
chirng minh dinh ly nay.

Dinh ly c6 ngudn goc tir thoi xa xwa. Khoang 2000 nam trwdc Co6ng nguyén, ngwdi Babylon
da tim cach phéan tich mot s6 chinh phwong thanh tong cda hai s6 chinh phwong. Vao thé ky
VI trwedc Cong nguyén, nha todn hoc Hy Lap Pythagoras da khai quat diéu nay thanh mot
dinh ly noi tiéng cda 6ng va dinh 1y nay d3 m& dwong cho Fermat.

M4y thé Ky sau khi Fermat qua doi, vao nam 1955, véi mot budc tién kha xa, hai nha toan
hoc Nhat Ban di dwa ra mot phéng doan tuyét voi vé kha ning c6 moi lién hé gitra hai
nganh todn hoc khac han nhau. 40 niam sau d6 chinh cdng trinh cta ho da gitp cho Andrew
Wiles, nha todn hoc cda thanh phé Princeton, chitrng minh dwgc Pinh 1y cudi cung cta
Fermat.

Cudén sach nay két hop triét hoc véi mot mén khoa hoc rat khé, cdng véi van phong kiéu
phéng sw mang mau sic khao ciru nham dwng nén ciu chuyén rat thwc vé tri tué nhan loai.

NXB Bon birc twong Tam cira s6



LO'T NOI PAU CUA TAC GIA

Thang 6 ndm 1993. Tom Schulte, mdt nguwoi ban cii cta téi & Califomia dd dén Boston tham
toi. Chung tdi ngdi trong mot quan ca phé tran diy 4nh ning trén ph6 Newbury véi cac ly
d6 uéng lanh & treérc mat. Tom méi ly di vo va anh mang mét vé mét trim ngadm. Anh quay
vé phia t6i. "DAu sao", anh noi, "Pinh 1y cubi ciing clia Fermat ciing da dwoc chirng minh".
Lai mot tro duia méi, t6i nghi trong khi Tom lai nhin ra via he.

20 nam truwdc, Tom va t6i la hai ngwdi ban & chung mét phong, ca hai chiing t6i cung la sinh
vién toan cua Trwong Pai hoc Tong hop California tai Berkeley. Pinh ly cu6i cung cta
Fermat la dé tai chung toi thwong ban ludn. Ching téi cling thwdng tranh ludn vé ham so, vé
tap hop, vé treong sd, va ca vé tdopd nira. Ban dém chang sinh vién to4n nao di ngl sém vi
cac bai tap rat kho. Piéu nay da lam cho chung t6i khac biét véi sinh vién trong cac linh vuc
khac. P6i khi ching t6i phat dién dau véi toan hoc... ¢d chirng minh dinh ly nay hodc dinh ly
kia dé ndp ding han vao sang ngay hom sau. Con Pinh ly cu6i cung cta Fermat thi sao?
Chang bao gio ching t6i tin 1a ching tbi sé chirng minh dwoc. Mot dinh 1y méi khé lam sao
va sudt hon 350 nam biét bao nguwoi da ¢d gang chirng minh. Chung t6i da phat hién ra mot
diéu ly thu 12 két qua cta cac nd lwc nhdm chirng minh dinh ly nay da lam cho tat ca cac bd
mon toan hoc phat trién. Nhwng moi c¢d gang lan lwot déu that bai, hét ngudi nay dén nguoi
khac. Dinh 1y cudi cung cia Fermat di tr¢é thanh biéu twgng cho muc tiéu ma con nguoi
khong thé nao dat t&i dwoc. Tham chi ¢6 1an t6i da dung tinh khéng chirng minh dwoc cta
dinh 1y nay dé tao lgi thé cho minh. Chuyén la vai nam sau, cling tai Berkely, t6i ti€p tuc
chwong trinh thac si sau khi da t6t nghiép dai hoc. Mot ga sinh vién sau dai hoc nganh toan
khong biét trinh d6 todn hoc cta t6i td ¥y mudn giup téi lam toan khi ching tdi gdp nhau &
Ky tic xa Quoc té - noi hai ching toi cung ¢. "T6i lam todn hoc ly thuyét.”, - anh ta n6i, "néu
gidp van dé toan hoc ndo ma anh khéng thé giai quyét dwoc, hay ck hoi toi, dirng ngai." Luc
anh ta chuin bi di t6i néi "Hm, vang. C6 vin dé ma anh cé thé giup t6i...". Anh ta quay lai hdi:
"Gl vAy? Chac chan 1a toi sé gitp. Hay cho tdi biét viéc gi ndo." To6i v&i 1dy mot tor gidy an va
mé& ra - ldc d6 ching téi dang & trong phong an. Téi chdm rii viét 1én to gidy:



Xn + Yn = Zn khong c6 nghiém nguyén khi n 1é6n hon 2.

"T6i dang c6 ging chirng minh diéu nay tir t6i hdm qua", toi néi roi dwa cho anh ta to gidy
an. Mat anh ta tai di nhu cit khéng con giot mau. "Pinh 1y cudi ciing ciia Fermat", anh ta I1am
bam. "Puing vay" - téi n6i, "anh lam toan hoc Iy thuyét ma. Anh cé thé gitp t6i chir ?". Sau lan
4y t0i chang bao gio con nhin thiy anh ta dén gan toi nira.

"T6i néi chuyén nghiém tic day", Tom ndi roéi uéng can ly cia minh. "Andrew Wiles la
nguoi vira thiang trweéc da chirng minh Pinh 1y cudi cung cia Fermat tai Cambridge. Hay
nh¢ 14y cai tén dy. Anh sé con nghe thiy né nhiéu lan". Téi hém 4y Tom da bay tro vé
California. Mdy thang sau toi da rd 12 Tom khong dua, va toi di doi theo mot chudi cac sw
kién. Trwéec tién 1a Wiles dwoc ca ngoi. Thé réi mot ké hé trong chirng minh cia 6ng da bi
phat hién. Sau d6 Wiles mit thém mdt nam troi dé réi cudi cung da trinh lang mot chirng
minh hoan hdo. Nhwng qua tim hiu cu chuyén vé sy thanh cdng nay tdi thdy rang Tom da
sai & cho 1a Andrew Wiles khong phai 1a cai tén duy nh4t ma tbi cAn phai lwu tAm téi. Toi va
ca thé giGi can thiy ro 1a chirng minh Pinh 1y cudi cing cia Fermat khong phai l1a cong lao
chi cia mét nha toan hoc. Wiles dwong nhién 1a ngwoi dang ca ngoi nhit, nhwng vinh quang
con thudc vé ca Ken Ribet, Barry Mazur, Goro Shimura, Yutaka Taniyama, Gerhard Frey, va
nhiéu ngudi khac nira. Cudn sach nay sé ké lai toan bo ciu chuyén, ké ca nhitrng diéu thuc
sw xay ra & dang sau suw thanh céng nay, nhitng gi chwa lot vao tAm 6ng kinh ctia phuong
tién thong tin dai chung va anh sadng dén chiéu. Pay con la mét cau chuyén dé cip dén sy
déi tra, mwu do va ca sw phan boi nira.

Amir D.Aczel

"Co € tot nhdt téi sé trinh bay kinh nghiém lam todn ctia minh giéng nhw viéc di vao mét
ldu dai t6i om. Ban bwdc vao phong thir nhdt va trong dé téi den nhw mwe. Ban bwérc di loang
choang, va ddp vao do dac trong phong. Ddn ddn, ban ciing biét dworc vi tri ctia tirng thir mot.
Va cudi cung, sau khodng sdu thdng ban lin ra céng tdc dén roi bat 1én. Ngay ldp tirc moi thir
dworc soi té va ban thdy ré minh dang & ddu. Thé réi ban bwéc vao phong tiép theo va & do lai
chi la bong téi..."



b6 1a cach ma Gido sw Andrew Wiles da miéu ta qua trinh 7 nam tr¢i 6ng miét mai lam viéc
dé kham pha ra diéu huyén bi vi dai ctia toan hoc.

Sang sém tinh mo ngay 23/6/1993, Gido su John Conway t&i toa nha da xin mau ctia Khoa
Toan Trudng Pai hoc Tong hop Princeton. Ong mé ctra 16m réi budc voi vao phong lam viéc
ctia minh. Suét miy tuin nay, trwdc cudc dén tham nwéc Anh ciia Andrew Wiles - nguwdi ban
doéng nghiép ctia dng, lién tiép nhirng tin tirc ban tin ban nghi dang lan truyén trong cong
doéng todn hoc thé gidi. Conway cam thiy c6 mét diéu gi d6 quan trong sé xay ra. Nhung dng
khéng doan dwoc dé 1a dieu gi. Ong bat mdy vi tinh, roi ngdi xuéng nhin chim chim vao
man hinh. 5 gi¢r 53 phut sdng, mot birc thw dién tr ngin gon tir bo bén kia Pai TAy Duwong
chot hién 1én: "Wiles chitrng minh Dinh 1y cudi cung clia Fermat".

Cambridge, Anh, thang 6/1993 Cugi thang 6/1993, Gido su Andrew Wiles
dén nwéc Anh. Ong tré lai Truwdng Pai hoc Téng hop Cambridge, noi 6ng nhan bing tét
nghiép tir 20 nam trwéc. Gido sw John Coates, nguyén 1a ngudi huwéng dan Wiles 1am luan 4n
tién si tai Cambridge, d3 t6 chirc cudéc hoi thdo vé ly thuyét Iwasawa - mot chuyén nganh
dac biét cia ly thuyét so - nganh hoc ma Wiles da viét luidn 4n va am hiéu rit rong. Coates
da hoi nguoi sinh vién cii cia minh c6 mudn trinh bay tai hdi nghi mot bai thuyét trinh ngan
khoang 1 gir vé chi dé anh tw chon khéng. Anh chang Wiles nhit nhat - ngwoi trudc day
han hitru m&i néi & noi dong ngwdi - da 1am cho ngwoi thiy cii cling nhw nhirng nguoi to
chirc héi nghi hét sirc ngac nhién khi anh xin dwoc trinh bay 3 gio.

Khi t&i Cambridge, anh chang Wiles 40 tudi thit dung 1a mot nha toan hoc dic trung: 4o so
mi trang dai tay xan 1én mot cach ciu tha, cdp kinh gong sirng day cOm, nhitng lon téc thua
va nhat mau dé loa xo0a. Sinh ra & Cambridge, sw tré vé ctia anh 1a mot cudc viéng tham qué
nha rat dic biét - gidc mo thud du tho di tré thanh sw that. Theo dudi gidc mdng nay,
Andrew Wiles séng tron 7 nim qua trong can gac xép cia minh nhw mét ngwdi tu thit su,
song anh hy vong chang bao lau su hy sinh, nhitng thang niam c6 gang va chubi ngay cd don
sé két thuc, anh sé sém c6 diéu kién danh nhiéu thoi gian hon cho vo va nhirng c6 con gai



ctia minh, nhitng ngudi ma sudt 7 ndm qua anh da gan nhw khong con thoi gian cho ho. Bira
an trwa cla gia dinh thwdong vang mit anh, uéng tra budi trwa anh ciing thwdng quén, anh
chi tranh tht thoi gian dé an t6i. Con bay gio vinh quang da thudc vé anh.

Vién Toan hoc mang tén nha khoa hoc vi dai cia nhan loai Isaac Newton & Cambridge méi
day chi mé& ctra vao dip Gido sw Wiles dén céng bo cong trinh cua 6ng trong 3 gio. Vién
Newton rong lén nam & khu kha dep cach Trwong Dai hoc Téng hop Cambridge khong xa
13m. O khu vire sanh ngoai phong hdi thao ngudi ta dit nhitng chiéc ghé sang trong va tién
loi dé gidp cho cac hoc gid va cac nha khoa hoc trao déi y kién ngoai cudc hop nham thuc
day céng viéc nghién ctru va tang cwong hiéu biét.

Maic du Wiles biét hau hét cac nha todn hoc tir khap thé gi¢i dén dw hdi nghi chuyén nganh
IAn nay nhwng 6ng van rat kin dao. Khi cdc dong nghiép biéu 16 sw td mo vé 3 gid thuyét
trinh cda 6ng, 6ng chi néi ho nén dén nghe 6ng trinh bay roi sé biét. Tinh gilr ké nhw thé 1a
kha dic biét, ngay ca déi véi mot nha toan hoc. DAu thwdng chilam viéc mot minh dé chirng
minh cac dinh ly va thwdng dwoc cho la nhitng ngwoi khong thich tu hoi, cac nha toan hoc
thwong xuyén chia sé cac két qua nghién ctru véi nhau. Nhitng két qua nay dwoc trao doi
rong rai dudi dang cac ban thao, roi cac tac gid nhan dwgc y kién cia nhirng nguoi khac
giup ho chinh ly cac bai bdo trwéc khi xuit ban. Con Wiles thi khong hé dwa ra ban thao nao
va khong thao ludn gi vé cong viéc ciia minh. Tén béo cdo ctia Wiles la "Dang modula, dwong
cong elliptic va biéu dién Galois", mot cai tén chang hé mé diéu gi, va ngay ca nhitng ngwoi
cung chuyén mén véi Wiles ciing khong thé phéng doan dwoc bio cdo sé dian dén dau.
Nhitng tin d6n ngay cang dwgc nhan thém.

Ngay ngay dau, Wiles da lam cho khoang 20 nha toan hoc dén nghe béo cao ctia 6ng bat ngo
vé mot thanh twu toan hoc vi dai clia minh - va van con 2 budi thuyét trinh nita. Sé 1a diéu gi
day? Moi nguoi thay ro l1a cin dén nghe cac bai gidng ctia Wiles va dwong nhw sw cho doi
cang tré nén cang thang hon khi cac nha todn hoc da tip trung theo ddi bai giang.

Vao ngay thit 2, Wiles trinh bay rat don dap. Ong mang theo tap ban thao hon 200 trang day
cac cong thirc va cac phép bién déi, nhirng y chinh dwoc néu ra nhw 1a cac dinh Iy méi kem
theo chirng minh t6m tat ma van rat dai. Cin phong gio day da kin chd. Moi ngudi chdm chu
nghe. S& din dén dau day? Wiles van gidu kin. Ong van binh than trinh bay va bién mat rat
nhanh khi ngay lam viéc két thac.



Hom sau, thi tw 23/6/1993, 1a ngay thuyét trinh cudi cing cia 6ng. Khi Wiles t&i gan hoi
trueong 1én, 6ng thiy can phai vao hoi treong ngay. Ngwoi ta dirng chan hét ca 16i vao, con
trong phong thi dong nghet ngwoi. Rt nhiéu ngudi mang theo camera. Dén khi Wiles viét
1én bang cac dinh ly va cac cong thirc twdng nhw 1a vo tan thi sw cing thang 1én cao do. "Chi
c6 thé c6 mot dwong tién 1én duy nhit, mot két thic duy nhét cho bao cio ciia Wiles", sau
nay Gido sw Ken Ribet & Truwong Pai hoc Tong hop California tai Berkeley da néi véi toi nhw
vay. Wiles dang viét nhitng dong cu6i cing clda chirng minh mét gia thuyét toan hoc phic
tap va kho hiéu: Gid thuyét Shimura-Taniyama. Thé roi, bit chot 6ng thém mot dong cudi
cung, mot phwong trinh c6 di€én ma 7 ndm trudc Ken Ribet da chirng minh la hé qua cua gia
thuyét nay. "Va diéu nay chirng minh Dinh ly Fermat", 6ng binh than néi. "Téi nghi la toi két
thidc bai thuyét trinh & day".

Phong hop chot ling di trong chéc 1at. Roi sau dé cd hdi trudng ndng nhiét vo tay tan
thwdng. May anh nhay lién tiép khi moi ngwoi dirng day chic mirng Wiles dang mim cuoi.
Chi vai phut sau, khap noi trén thé gi¢i cdc may fax va thw dién tir da hoat dong lién tuc dé
truyén tin nay. Mot bai toan noi tiéng ciia moi thoi dai da dworc giai xong.

"Mot diéu khong lwong treée dwoc la ngay hdm sau ching toi da bi gidi bao chi thé gi¢i sdan
téi tap”, Gido suw John Coates nhé lai. Chinh 6ng 1a ngwdi da t6 chirc hoi nghi ma khéng hé
nghi rang hoi nghi d6 sé tré thanh noi cong b6 mot trong nhitng thanh twu toan hoc vi dai
nhit. Nhitng dong dAu clia cac to bdo trén khdp thé gi¢i dwa tin don dap vé cu dot pha bat
ngo nay. Trang nhat to Thoi bdo New York s6 ra ngay 24/6/1993 dwa tin: " Cudi cung roi
thi tiéng reo "Eureka" da vang 1én trong lau dai day bi 4n va c6 kinh cda todn hoc". Trén to
Buu dién Washington, bai bao chinh goi Wiles 1a "Nguwoi chinh phuc Todn hoc", con khip
moi noi cac bai phdng sy mod ta mot con nguwdi da gidi quyét dwoc van dé gay cin nhit trong
toan hoc, bai toan thach do loai ngwoi suét hon 350 nam. Sau mot dém, mot cai tén rat
riéng va binh di - Andrew Wiles - da tré thanh mét cai tén quen thudc véi moi nha.

Pierre de Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665) 1a mot luit sw dong thoi 1a mot nha todn hoc nghiép dw
ngudi Phap. Ong 1a mot nha toan hoc nghiép dw vi ban ngay 6ng phai 1am viéc ctia mot luat
suw. Vao nira dau thé ky XX, nha nghién ctru lich st toan hoc noi tiéng E.T. Bell dd hoém hinh
goi Fermat 12 "Hoang tr ciia nhitng ngudi nghiép du". Bell cho rang Fermat da dat dwoc
nhiéu thanh twu todn hoc quan trong hon hiu hét cac nha toan hoc "chuyén nghiép" cling
thoi véi 6ng. Bell danh gia Fermat 1a mot nha toan hoc dic thu nhat & thé ky XVII, thé ky da



ghi nhin thanh twu ciia mot vai thién tai trong sé nhirng thién tai todn hoc vi dai nhit cta
moi thoi dai [1] .

Mot trong nhitng thanh twu kinh ngac nhat cta Fermat 1a viéc 6ng da phat trién cac tw
twdng co ban clia mon gidi tich, diéu ma 6ng da lam trwdc khi Issac Newton ra doi 13 nam.
Lich st nhan loai da ghi nhan Newton va Gottfried Wilhelm von Leibniz, ngwdi cung thoi
v&i O0ng, 1a nhirng ngwoi da tim ra ly thuyét toan hoc ctia chuyén dong, gia tdc, lwc, quy dao,
va nhiéu khai niém todn hoc rng dung khac vé sy thay doi lién tuc ma ching ta goi l1a cac
phép toan giai tich.

Fermat rit say mé cac céng trinh toan hoc ca ngudi Hy Lap c6 dai. C6 kha nang chinh cac
cong trinh cta cac nha toan hoc Hy Lap c6 dai la Archimedes (thé ky III trwéc Cong nguyén)
va Eudoxus (thé ky IV trwéc Cong nguyén ) da goi y cho Fermat xay dwng khai niém cac
phép toan gidi tich. Bt ky liic nao c6 thoi gian 1a Fermat nghién ctru cac cong trinh toan hoc
c6 ma vao thoi 6ng ngudi ta da dich sang tiéng Latinh. Ong hoan thanh céng viéc chinh ctia
mot luat su c6 uy tin, nhwng sé& thich cia 6ng, niém say mé ctia 6ng 1a cd gang téng quat héa
cac céng trinh todn hoc c6 dién va tim ra nét dep mai trong kho tang cic phat minh da bi
chon vui rat 1au roi. "Téi da tim dwoc rat nhiéu dinh ly dep v6 cung”, ¢6 1an 6ng da néi nhw
vay. Ong ghi v6i nhitng dinh ly nay vao 1& ban dich nhitng cudn sach c6 ma ong cé.

Fermat la con trai cia mot nha budn d6 da, 6ng Dominique Fermat, nguoi tirng la phé quan
tong tai cia mot thi trdn thudc tinh Beaumont-de-Lomagne. Me 6ng 1a ba Claire de Long,
con gai mot gia dinh luat gia quyén quy. Cau bé Fermat ra d&i thang 8 ndm 1601 (Lé dit tén
Chua vao ngay 20 thang 8 & Beaumont-de-Lomagne), va dwgc cha me nudi dudng dé tré
thanh mét quan tda. Ong hoc & Toulouse, va ngay tai thanh phé nay, vao nam 30 tudi 6ng da
dwoc bau lam dy vién céng td. Ciing vao nam 1631 d6 dng cwéi Louise Long, ngwdi em ho
vé dang ngoai. Vo chdong dng c6 dwoc 3 ngudi con trai va 2 ngudi con gai. Sau khi Fermat
qua doi, Clement Samuel - con trai 6ng, lam theo di chiic cia Fermat, da xuit ban cac cong
trinh cia cha minh. Chinh nh& cudén sach ndy ma ching ta biét dwoc dinh 1y cudi cung noi
tiéng ctia Fermat. Clement Samuel de Fermat da nhin thiy tim quan trong cta dinh ly dwoc
viét nguéch ngoac & bén 1é sach va trong lan tai ban tuyén tip cac céng trinh c6 6ng da bo
sung thém vao dé dinh ly nay.

Fermat séng mot cudc doi tram lang, 6n dinh va binh yén. Ong lam viéc véi long tw trong va
chan thyc. Vao ndm 1648 6ng da dwoc tién ct gitt mot vi tri quan trong - Gy vién Hoi dong
tw vin cda Nghi vién Toulouse va gitt twéc hiéu nay su6t 17 ndm cho dén khi 6ng qua doi
nam 1665. Panh gia cong lao to 16n ma Fermat da cong hién cho triéu dinh, mét cudc doi
tan tuy, day sang tao va c6 ich cho khoa hoc, nhiéu sir gia da sirng sot khong hiéu 6ng lay



dau ra thoi gian va tri lwc d€ lam toan hoc cao cip va da lam rat thanh cong nhw viy. Mot
chuyén gia Phap cho rang viéc 1am céng chirc ctia Fermat 1a vOn quy cho viéc nghién ctru
todn hoc ctia 6ng béi vi nhirtng ngwoi lam & Nghi vién Phap phai gidm thiéu cac cudc tiép
xuc khong chinh thirc dé tranh sy mua chudc va cac té nan tham nhiing. Tir d6 Fermat nay
sinh y muén quén di cai cong viéc ndng né cia minh va dong thoi vi 6ng phai han ché minh
trong tiép xuc xa hoi, toan hoc cé thé la cach giup 6ng thoat ra khoi céng viéc rat tot. Cac y
twdng vé giai tich khong phai 1a thanh tuu duy nhat ctia Fermat. Ong da mang dén cho
chiing ta ca Ly thuyét s6. M6t yéu t6 quan trong cta Ly thuyét so6 1a khai niém s6 nguyén té.

Cac so0 nguyén to

Cac s6 2, 3 1a cic s6 nguyén t6. S6 4 khong phai la nguyén t6 vi né la tich cia 2x2 =4.S6 5 1a
s6 nguyén t6. SO 6 khong phai la s6 nguyén to vi, giong nhw 4, né 1a tich caa hai s6 2x3 = 6.
S0 7 1a s6 nguyén t6, s6 8 khong phai vi 2x2x2 = 8, s6 9 khong phai vi 3x3 =9, va s6 10 ciing
khong phai vi 2x5 = 10. Nhwng s6 11 lai 1a s6 nguyén t6 vi khong c6 cac s6 nguyén (khac véi
chinh 11 va 1) ma tich ca ching bang 11. Va ta ¢4 thé tiép tuc qua trinh nay: 12 khong phai
la s6 nguyén to, 13 1a sO nguyén td, 14 khong phai la s6 nguyén to, 15 khong phai 1a so
nguyén t6, 16 khong phai la s6 nguyén t6, 17 1a s6 nguyén t3, va v.v... 0 day khong c6 mot
quy luat ré rang nao, vi du nhw moi sé thir tw khéng phai 1a s6 nguyén té chang han, hay
tham chi mot ciu tric 13p lai phirc tap nao dé ciing khong c6. Khai niém s6 nguyén t6 1a mot
diéu bi 4n 16n ddi véi con nguwoi tir rit xa xwa. S6 nguyén t6 1a thanh phan co ban trong Ly
thuyét s6 va viéc khong c6 d4u hiéu dé nhan biét s6 nguyén t6 lam cho Ly thuyét s6 tré
thanh mot linh vuc kha da dang va phong ph, cac bai toan vé linh vuwc Ly thuyét s§ chang
c6 gi chung, rat kho giadi va khong c6 lién hé ré rang véi cac linh vuwe todn hoc khac. Theo
cach néi ciia Barry Mazur thi "Ly thuyét s6 dé dang dat ra vo s6 bai todn ma bao quanh
chung 1a mét bau khéng khi trinh nguyén va diu ngot, 1a nhirng bong hoa day quyén ri; va
con nira... Ly thuyét s6 ciing chita day siu bo dang rinh rip dé€ can vao ai dam say nhirng
bong hoa day hwong sdc, va ngudi ndo da mot 1an bi cin cang c¢d gang hét sirc d€ dat dworc
mong mudén cia minh"[2].

Mot dong ghi chii ndi tiéng trén 1é sdch Fermat nhw bi mé hosic truée sy
quyén rii ctia nhitng con s6. Ong tim thdy cai dep va ¥ nghia & cac con sé. Trong Ly thuyét
s0, 6ng da néu 1én mot sd dinh 1y, trong d6 c6 mot dinh 1y néi rang moi s6 ¢é dang 2eiythia n
+1 (2 nang lén liy thira hai mii n, cong 1) 1a mot s6 nguyén t6. Sau nay ngwoi ta phat hién 1a
dinh ly sai vi c6 mdt s6 s6 c¢6 dang nhw vira néu nhwng khong phai 1a s6 nguyén to.



Trong s6 nhirng ban dich cac tdc phdm c6 dién ra tiéng Latinh ma Fermat yéu quy c6 cudn
S6 hoc (Arithmetica) cia nha toan hoc Hy Lap Diophantus s6ng & Alexandria vao thé ky III.
Vao khoang nam 1637, Fermat da viét trén lé cuén sach nay, ngay canh bai todn phéan tich
mot s6 chinh phwong thanh téng ctia hai s6 chinh phwong, may dong chir Latinh:

"Mdt khdc, khdong thé phdn tich mét ldp phwong thanh téng cta hai ldp phwong, hodc mét
tring phwong thanh téng cia hai tring phwong, hay - mét cdch téng qudt - bdt ky mét lily
thira nao khdc 2 thanh téng cua hai lily thira cung bdc. Téi da tim dwoc mdt chirng minh thdt
tuyét diéu cho nhdn xét nday, nhwng ddng tiéc 1é sdch khéng dii réng dé ghi ra day."

Diéu khang dinh bi 4n trén da 1am cho nhiéu thé hé cic nha todn hoc phai c6 gang hét sitrc
dé dwa ra "mot chirng minh that tuyét diéu"- diéu ma Fermat khang dinh 1a da hoan t4t. Noi
dung ciia ménh dé thoat nhin twéng don gidn dé la: trong khi binh phwong cia mot sé sé
nguyén c6 thé phan tich thanh téng hai binh phwong ctia cac sé nguyén khac (vi du, 5 binh
phwong (25) bang téng ctia 4 binh phwong (16) va 3 binh phwong (9)), nhwng diéu twong
tw khong xay ra doi vai lap phwong ciia mot s6 nguyén hay cac liy thira bac cao hon. Trong
nhitng ndm diu thé ky XIX, tit ca cac dinh ly khac ctia Fermat hodac da dwgc chirng minh
hodc da bi bac bd. Ménh dé twéng nhu don gidn trén day van chwa chirng minh hoic bac bé
dwoc, va vi viy nguoi ta dat cho noé tén goi "Pinh ly cudi cung ctia Fermat". DPinh ly d6 cé
dung khong? Tham chi trong thé ky ctia ching ta, may tinh di dwoc huy dong dé cd ging
kiém tra tinh ding din cta dinh 1y ndy. May tinh c6 thé kiém tra dinh ly ddi v&i cac s6 rat
16m, nhwng né khong thé lam véi tt ca cac so. Pinh 1y nay c6 thé dwoc thi véi hang ty con
s6, nhung sé van con nhiéu vo han s - va nhidu v6 han céc liy thira - phai kiém tra. Dé
khang dinh tinh ddng din cua Dinh 1y cudi cung cta Fermat cin phai c6 mot chirng minh
toan hoc chat ché. Vao dau thé ky XIX cac Vién han 1am khoa hoc Pirc va Phap da dwa ra cac
giai thwdng cho bat ky ai tim dwoc phép chirng minh va méi nim hang nghin nha toén hoc,
nhirng nguwdi lam todn nghiép dw va ciling c6 ca nhitng nguwoi 1ap di, da gii "cac ching
minh" vé toa soan céc tap chi toan hoc va cac hdi dong gidm khao. Tuy vay, tit ca van l1a con
s6 khong.

Thang 7, 8/1993 - Phat hién mot ké hé quan trong



Cac nha toan hoc da lac quan moét cach than trong khi ma Wiles roi khoi buc bao cao vao cai
ngay Thi Tw cia Thang Sau 4y. Cudi cung thi mét vin dé nan gidi hon 350 ndm nay dwong
nhw da dwoc gidi quyét. Str dung cac ly thuyét va cac khai niém toan hoc phirc tap - nhirng
cong cu toan hoc chwa c6 & thoi Fermat va thim chi 1a cho dén tin thé ky XX méi cé - Wiles
da dwa ra mot chirng minh dai doi hoi sw danh gid cia nhiéu chuyén gia khac nhau. Chirng
minh nay da dwoc giri dén mot s6 nha toan hoc diu dan. C6 1€ 7 ndm lam viéc don ddc trong
can gac xép khuit néo ctia Wiles di c6 két qua roi. Nhung sw lac quan chang kéo dai dwoc
bao 14u. May tudn sau, mot ké hé trong logic chirng minh ctia Wiles da bi phat hién. Wiles c6
gang l4p di ké& h& nay, nhung ké hé van ctt tro ra d6. Nha todn hoc cia thanh phé Princeton
la Peter Sarnak, ban thin cua Andrew Wiles, da chirng kién hang ngay Wiles danh vat véi
phép chirng minh ma méi 2 thang trwdc tai Camhridge, 6ng da cong bd véi ca thé gidi rang
ong da hoan tit. "C nhu thé 1a Andrew dang c8 ging tradi mot tAm tham qua c& 1én nén
nha", Sarnak giai thich. "Anh 4y kéo no ra thi tdm thdm vira khit canh bén nay can phong,
nhwng & phia bén kia no6 lai trwon 1én twong, thé 1a anh iy lai phai buwéc téi kéo nd xudng...
nhwng roi né lai phong 1én & chd khac. Viéc tAim tham c6 c& ding véi kich thude cia cin
phong khong thi anh khong thé xac dinh dwoc”. Wiles lai ldnh vao can gac xép clia minh. Cac
phéng vién cla to Thoi bdo New York va phwong tién thong tin dai chung da dé yén cho
ong tré lai véi cong viéc don doc ctia minh. Khi thoi gian ¢ dan tréi di ma chwa tim dwoc
cach khic phuc ké hé trong chirtng minh, cdc nha todn hoc va céng chiing néi chung lai bat
dau tw hoi khéng biét Pinh 1y cudi cing cia Fermat c6 hoan toan ding hay khéng. Chirng
minh tuyét diéu ma Gido sw Wiles da trinh bay dé thuyét phuc ca thé gi¢i cling chdng mang
lai diéu gi cu thé hon chinh nhitng dong chit cia Fermat: "Chitrng minh that tuyét diéu
nhwng dang tiéc 1é sach khéng da rong dé ghi ra day."

Khoang giira song Tigris va song Euphrates, Circa, 2000 nam
truwdc CoOng nguyeén.

Cau chuyén vé Pinh ly cudi cing cia Fermat la cAu chuyén c6, c6 hon chinh cd Fermat
nhiéu. Thidm chi né con c6 xwa hon ca Diophantus - ngwoi cé cac cong trinh ma Fermat da
cO gang tong quat hda. Géc gac cua cai dinh ly ¢ vé don gian ma lai rat siu sac nay ciing lau
doi nhw chinh nén van minh cta loai nguwdi. Ngubn goc ctia dinh 1y c6 tir thoi dai van héa do
dong, mot nén vian hoa da rat phat trién & vung Fertile Crescent nam giitra hai con song
Tigris va song Euphrates cia Babylon ¢8 dai (phan lanh thé nay thudc Irac). Khi ma Dinh ly
cudi cung cua Fermat con 12 mdt khang dinh triru twgng chang c6 ng dung gi trong khoa
hoc, ki thuit, toan hoc, thdm chi ngay ca trong Ly thuyét sé 1a noi thich hgp nhit véi dinh 1y
nay, thi c6i nguén cua n6é da dwoc hinh thanh tir 2000 nidm trwédc Cong nguyén trong doi
séng hang ngay cua ngwdi dan Mesopotamia.



O thung liing Mesopotamia, thoi ky tir ndm 2000 dén nam 600 trwéc Cong nguyén dwoc
xem la thoi dai cda ngwoi Babylon. Thoi ky nay da chirng kién sw phat trién rwc ré cia mot
nén van hoéa, bao gom chir viét, viéc sit dung cac banh xe va phat trién nghé luyén kim. Mot
hé théng kénh dao da dwoc sir dung dé twdi tiéu cho nhitng viing dit rong 16n nam gitra hai
con s6ng. Khi nén van minh & thung liing mau m& cta Babylon da phat trién phon thinh,
nhitng ngwoi C6 Pai song & diy hoc cach buén ban va xay dung nhirng thanh pho sdm uat
nhu Babylon va Ur (noi sinh cia Abraham). Thim chi sém hon nira, vao cudi thién nién ky
IV trwéc Cong nguyén, chir viét thé so da dwoc phat minh ra & thung liing Mesopotamia va
ca & thung liing song Nile. O' Mesopotamia c6 rat nhiéu dat sét va nhiéu diu vét hinh cai
ném di dwoc khac su vao nhitng vién gach dit sét mém bang bit tram (dung & thoi o).
Sau d6 nguoi ta nung nhitng vién gach dé trong 16 hoic phoi ning cho né kho cing lai.
Dang chir viét nhuw thé dwoc goi 1a chit hinh ném (cuneiform). Tén goi nay cé goc tlr chir
Latinh cuneus - nghia 1a cai ném. Chir hinh ném la kiéu chir viét diu tién trén thé giGi.
Nganh thwong mai va nganh xay dung & Babylon va Ai Cap c6 dai da doi hoi phai c6 phwong
phap do lwong chinh xac. CAc nha khoa hoc dau tién ctia cac xa héi thoi dai d6 dong da
nghién ctru cadch wéce lwong ty 1€ gitta chu vi va dwong kinh ciia mét hinh tron va ho da tim
ra mot s6 gan giong v&i s6 ma ngay nay ta goi 1a s6 pi. Nhitng nguwoi da tirng xay dung cong
trinh Ziggurat khong 16, thap nha th¢ Babel va Khu vwon treo - mét trong bay ky quan cta
thé gi¢i C6 Pai, cin c6 ca cach thirc tinh dién tich va thé tich.

Sw giau c6 la mot dai lwong binh phwong

Mot hé théng s6 phirc tap da dwgc phat trién trén co s6 60. Cac k§ sw va cac nha xay dung
nguoi Babylon da co6 thé tinh toan cac khéi lwong can thiét cho cong viéc hang ngay cda ho.
S0 binh phwong xuit hién mot cach tw nhién trong cudc sdéng, mic du viy ngay tir cai nhin
dAu tién thi khong hdn 1a nhw thé. Viéc binh phwong cac con s6 ¢6 thé duwoc xem nhw 1a cach
biéu dat sw giau c6. Sw thinh virong ctia ngu¢i néng dan phu thudc vao tong s6 hoa mau ma
anh ta c6 thé san xuit ra. Thé roi s6 hoa mau d6, dén lwot minh, lai phu thudc vao dién tich
trong trot ma ngwoi néng dan cé. Dién tich la tich s6 cua chiéu dai va chiéu rong cua thira
rudng, va day la chd dan t&i phép binh phwong. Mot thira rudng ma c6 chiéu dai va chiéu
rong cung bang a thi c6 dién tich bang a2. Do vay, theo y nghia nay thi sw giau c6 1a mot dai
lwong binh phwong.

Nhitng ngwoi Babylon cling muén biét khi nao thi binh phwong cia mét s6 nguyén c6 thé
phan tich thanh tong binh phwong cia cic s6 nguyén khic. Mot ngwdi nong dan, lam cha
mot thira ruéng rong 25 don vi vudng c6 thé doéi né 1ay hai manh rudéng hinh vudng: mot
manh rong 16 don vi vuéng con manh kia rong 9 don vi vuéng. Vay mét manh ruéng rong 5



don vi x 5 don vi twong duwong véi hai manh - mot manh réng 4 don vi x 4 don vi va manh
kia rong 3 don vi x 3 don vi. Pay la thong tin quan trong cho viéc gidi quyét mot bai toan
thwc té. Ngay nay ta trinh bay méi quan hé nay duéi dang dang thic : 52 = 42 + 32, Va cac bd
ba nhirng s6 nguyén nhw thé - & day ndi riéng la 3, 4 va 5 - ma cac binh phwong cia chung
théa man hé thic trén, dwoc goi la cac bo ba Pythagoras - mdc du ngwoi Babylon biét
nhitng b6 sé nhw thé tir hang ngan nam trwéc thoi dai ca nha toan hoc Hy tap néi tiéng
Pythagoras, nhung tén ctia 6ng van dwoc 14y dé€ dit cho cic bd ba s6 nguyén do. Ching ta
biét dwoc diéu nay tlr mot vién gach dat sét dac biét cé nién dai khoang 1900 nam truwéc
Cong nguyén.

"Plimpton 322" Nhitng ngudi Babylon da dé tdm t&i cac bang biéu. Tan dung
nguon dit sét phong phu va ky thuit viét chit hinh ném, ho da tao nén rit nhiéu bang biéu.
Ngay nay van con nhiéu bang bi€u dé vi cac vién gach bang dit sét rat bén. Chi riéng tai noi
& ctia nguoi Nippur c6 dai nguoi ta da tim thay hon 50.000 vién va hién dang dwoc trung
bay thanh cac bo swu tip trong cac bdo tang & Yale, Columbia, & Trwdng Pai hoc Téng hop
Pennsylvania va & nhiéu noi khac. R4t nhiéu vién gach nhw thé bam diy bui bim dang nam
duwdi tAng hAm cda cac vién bao tang, chwa dwoc doc dén va ciing chwa dwoc gidi ma.

C6é mot vién gach da gidi ma dwoc va rat dang chd y. Vién gach nay thudc bao tang cta
Trwong Pai hoc Tong hop Columbia va né cé tén la Plimpton 322. Trén vién gach dé cé 15
bo ba céc con s8. Mdi bd ba c6 tinh chit nhu sau: s8 thi nhit 1a mot s6 chinh phwong va 1a
tong cla hai s6 con lai ma modi s§ ciing 12 mot s6 chinh phwong. Bang nay cé 15 bd ba
Pythagoras [3] . Cac s6 25 = 16+9 da dwgc néu & phan trén la mét bdé ba Pythagoras. Trén
vién gach Plimpton 322 c6 mét bo ba Pythagoras khacla : 169 = 144 + 25 (ticla 13 2 = 122
+ 52). Khong phai tit ca cac hoc gia déu dong y véi cach ly gidi vé s quan tim cua nguoi
Babylon ¢8 dai d6i véi cac s6 d6. C6 thuyét cho rang sw quan tAm nay chi nham muc dich
thuwc té va qua 1a thuc té ho da st dung hé thong so6 véi co s 60, vi vy ho da thwong chon
dung cac s6 nguyén hon la cic phin sé dé giai cac bai toan thwc té v&i cac s6 nguyén chinh
phuwong. Nhung cac nha chuyén mon khac thi cho rang cac con s6 von c6 céi thid vi riéng ma
chinh ching c6 thé la dong lwc khién nguoi Babylon chi y dén cic s6 chinh phwong. Cé
diéu, cho du 1a vi 1y do gi di nira thi Plimplon 322 van c6 thé dung lam cong cu dé day sinh
vién giai cic bai todn trong d6 cac con s6 1a cac s chinh phwong.



Thw vién gom cac sach va ban thao quy hiém.
Trwong Pai hoc Téng hop Columbia.

Phwong phap clia ngudi Babylon khong nham phat trién mot ly thuyét téng quat dé giai cac
bai todn nhw thé, ma ding hon la cung cip cac bang liét ké bo ba s6 dé day hoc sinh doc va
str dung cac bang doé.

Hoi s6 hoc c6 dai - Nhirng ngwoi sung bai da theé giir bi mat

Pythagoras sinh ra tai ddo Samos, Hy Lap, khodng nam 580 trwéc Céng nguyén. Ong da di
nhiéu noi trén thé gi¢i va ¢ dén tham Babylon, Ai Cap va tham chi c6 thé d3 dén ca An Do
nita. Trong cac chuyén di ctia minh, dac biét khi dén Babylon, dng da lién hé véi cac nha
toan hoc va dwong nhw 6ng da biét cac cong trinh nghién ctru ctua ho vé nhitng con s6 ma
ngay nay ching mang tén 6ng: cac bo ba Pythagoras - diéu ma cac nha khoa hoc va cac nha
toan hoc Babylon da biét dén tir hon 1500 nam trwéc Pythagolas. Pythagoras da lam quen
v&i nhitng nguoi xay dung cac cong trinh nghé thuat va kién tric nghé thudt nguy nga va co6
thé 6ng da quan tdm dén ca khia canh todn hoc cia cac ky quan nay. Trong cic chuyén di
cia minh, Pythagoras ciing dd cam thu cac tw twdng triét hoc va téon gido phwong Pong.

Khi Pythagoras tré vé Hy Lap, 6ng da roi ddo Samos chuyén dén Crotona, mot dia danh
thudc vung vinh hinh chiéc Gng cda Italia. Mot diéu that thi vi 1a chdc chin Pythagoras da
tan mat nhin thiy bay ky quan ctia thé gi¢i C8 Dai. Mot trong bay ky quan do 1a Dén Hera tai
Samos - noi sinh clia Pythagoras. Ngay nay tit ca tan tich cia ng6i dén trang 1é nay chi con
duy nhit mot ciy cét tru lai trong s6 hang tram cdy c6t va noi dé chi cach thanh phdo
Pytagorion ngay nay - thanh phd mang tén nguwoi con vinh quang cia x& dao - mot doan
dudng ngan. Vuot qua eo bién vai didm vé phia Bic, noi thuéc Thé Nhi Ky ngay nay, 1a di
tich ciia mot trong bay ky quan khac cta thé gi¢i thoi C6 DPai - Ephesus. Canh d6 vé phia
Nam Samos la birc twong Rhodes khong 16. Pythagoras ciing da t&i Kim tw thap va Sphynx &
Ai Cap; va khi dén Babylon chic chin dng da chiém ngudéng Khu vron treo.



Thoi 4y vung vinh hinh chiéc ing cta Italia bao gdbm Crotona (noi Pythagoras sinh s6ng) va
phén 16n dién tich phia Nam nwéc Italia la mét phén cia "Thé gi¢i Hy Lap” - Magna Graecia.
"Vwong quoc Hy Lap bao la" thoi d6 doc chiém toan bo ving phia Pong Pia Trung Hai, ké ca
Alexandria thudc Ai Cip cuing dong ddo cw dan géc Hy Lap song & d6 - noi ma con chau ho
van tiép tuc cw ngu cho dén nhitng nam dau cta thé ky XX. Cach Crotona khong xa 1a cac
hang dong ma cac nha tién tri trd ngu kiéu nhw déng ctia Delphi, mot ngwoi dwoc cho 1a ¢
thé néi trudrc dwoc s6 phin va twong lai cia con ngudi va cac dan toc.

"Con so la tat ca"

Tai mot vung dat hoang lanh 1éo bao quanh viung dit cao nhat cda Italia, Pythagolas da
nhém lap mot hoi bi mat dé tién hanh nghién cru cac con sé. Cac thanh vién cda héi nay
cung mang céi tén quen thudc - moén dé ctia Pythagoras. Nguoi ta cho rang chinh céi hoi bi
mat nay da ngdm phat trién mét phan dang ké cta khoi tri thirc toan hoc. Cac moén dé cia
Pythagoras da théng nhit theo dudi mot luan diém triét hoc riéng dwoc tém tat trong khiu
hiéu ctia ho: Con s8 12 tit ca. Ho tdn sung nhirng con sé va tin rang chiing c6 nhirng tinh chit
thin diéu. Ho rat thu vi v&i cai goi la s6 hoan thién. Mot trong cac dinh nghia vé s6 hoan
thién, khai niém dwoc dung cho dén ca thoi Trung C8 va xudt hién trong cac hé bi 4n, chang
han nhw hé Kabbalah ctia ngudi Do Thai, ndi rang s6 hoan thién 1a mot s6 bang téng cac wéc
s6 cia nd, khac chinh n6. Mot vi du vé sé hoan thién dep nhit va don gidn nhat1a s6 6. S6 6
la bodi ctia 3,2 va 1. Cac s nay 1a wéc s6 clia 6 vatacod: 6 =3 x 2 x 1. Cling can dé y rang néu
ta cong cac woc s6 d6 lai ta sé nhan dwoc chinh s6 6 (6 = 3+2+1). Theo dinh nghia néu trén,
6 1a mot s6 hoan thién: Mot s6 hoan thién khac 1a 28 vi cac wéc s6 cia 28 (khong ké chinh
né)lal, 24,7, 14vatacingc6: 1+2+4+7+14=28.

Cac mén dé ciaa Pythagoras s6ng theo trwdrng phai khé hanh va la nhitng nguwdi an chay that
sw. Nhung ho khong dn diu hat vi cho rang né giong nhw hon... clia dan 6ng. Mdi ban tAm
ciia ho vé con s6 mang ddm mau sic tdn gido va thuyét dn chay nghiém ngit ctia ho ciing c6
nguon goc tir tin ngwdng tén gido. Néu cho dén thoi Pythagoras khong con Iwu truyén lai
dwoc mot tai liéu nao thi thoi ky sau dé da dé lai cho hiu thé rat nhiéu tai liéu viét vé bac
thay 16i lac nay cung nhitng mén dé ctia 6ng va chinh Pythagolas da dwoc danh gia 1a mot



trong s nhitng nha toan hoc vi dai nhit cta thoi ky C6 Pai. Ong 1a ngwoi da tim ra dinh 1y
Pythagoras vé binh phwong cac canh cia mét tam gidc vudéng, diéu c6 lién hé mét thiét véi
cac bd ba s6 Pythagoras va tit nhién la v&i ca Dinh 1y cudi cung ctia Fermat tin 2000 nim
sau do.

Binh phwong canh huyén bang téng binh phwong hai canh Kia...

Dinh 1y néu trén c6 nguén goc & Babylon, b&i vi ngudi Babylon da hiéu twong tin cac bo ba
s6 Pythagoras. Tuy nhién, Pythagoras va cdc mon dé da c6 cong phat biéu dinh ly dwéi dang
hinh hoc va vi viy dinh ly c6 tinh téng quat cao hon nhiéu so v&i cac s6 tw nhién don thuin
(cac s6 nguyén dwong). Dinh ly Pythagoras phat biéu rang binh phwong canh huyén cta
mot tam gidc vudng bang tong binh phwong cda hai canh con lai - nhw minh hoa & hinh 1.

Khi chiéu dai canh huyén 1a mot sd nguyén (chang han 1a 5, binh phwong cua 5 1a 25), thi
cach phén tich theo Pythagoras dwéi dang tong hai binh phwong sé 1a s6 nguyén 4 (binh
phwong la 16) va 3 (binh phwong la 9). Nhw thé, khi 4p dung dinh 1y Pythagoras déi véi cac
s6 nguyén (chang han nhw cac sd nguyén 1, 2, 3,..) ta nhan dwoc cac bd ba sé Pythagoras -
diéu nay da dwoc biét dén tir 1000 ndm trudc d6 & Babylon.

Mot cach tinh c&, cAc mon dé ctia Pythagoras da phat hién ra rang cac s chinh phwong la
téng ciia mot day cac s6 1é. Changhan, 4=1+3;9=1+3+5;16=1+3+5+7,v.v.. Hombd



ta tinh chit nay b&i moét diy cac s6 dwoc sip xép trong mot so dd6 dang hinh vudng. Khi
cong mot sé 1é cac 6 tron nam doc theo hai canh k& nhau v&i s6 chinh phwong trudc do, ta
nhin dwoc mot s6 chinh phwong méi :

Cac s0 nguyén, cac phan sd va gi nira ? T xa xwa ngudi Babylon va
nguoi Ai Cip da biét dén cac s6 nguyén va cac phan so6 (vi du: 1/2, 1/3, 5/8, 147/1769,
v.v...). CAc mdn dé cta Pythagoras khéng dirng & dé ma con tién xa hon nhiéu. Ho 1a nhitng
ngudi da phat hién ra sé vo ty - d6 1a cac s6 khéng thé viét dwdi dang cac phin s6, ma phai
viét & dang so thip phan v han khong tudn hoan. S6 pi (3,141592654...) - ty so gitta chu vi
va dwong kinh cia mot dwong tron - 1a mot vi du vé sd vo ty. SO pi la mot s6 thip phan vo
han; ta khong thé viét ra hét cac chir s6 thap phan ctia n6 vi ching la cac s6 khac nhau va
khong bao gi¢r két thic. D€ mé ta, don gidn ta goi 1a pi va dung ky hiéu pi, hodc 1a ta ciing c6
thé 14y x4p xi clia pi bang cach chi viét d€n mot chir s6 thap phan nao do, ching han: 3,14;
3,1415; v.v...

Ngay nay ngudi ta da cé thé dung may tinh dé tinh dwoc s6 pi véi phan thip phan téi hon
mot triéu chir s6 nhwng rat it khi cin thiét phai lam nhw thé. Tt thién nién ky th& hai trudc
Coéng nguyén nguoi Babylon va ngwoi Ai Cap da biét dén sé pi véi cac gia tri gan ding khac
nhau. Ho 14y 4ng chirng pi bang 3 va sé pi xuit hién nhw 12 hé qua cda viéc phat minh ra
banh xe. SO pi cling xuat hién trong cac s6 do khac nhau cua kim tw thap Ai Cap. Thim chi s
pi da dwoc dé cap dén trong Kinh thanh c6: & Chwong I, Muc 7, Piéu 23 khi doc vé nhirng
thanh lily hinh tron ma con nguoi da xay dwng. Dwa trén s6 don vi do ctia chu vi va dwong
kinh, ta cé thé két ludn dwgc 1a nhirng ngwdi Do Thai ¢d dai da 14y "ang chirng” gia tri cla so
pila 3.

Cac mon dé cua Pythagoras ciling nhan thdy cin bac hai ca 2 1a mot s v6 ty. Khi ap dung
dinh ly Pythagoras ddi véi tam gidc vudng c6 hai canh cing bang 1, cic mén dé cla
Pythagoras nhan thdy s6 do ctia canh huyén 12 mét sé la: can bac hai clia 2. Ho néi rang s6



d6 khéng phai 1a mét s6 nguyén, thidm chi khéng phai 1a mot phan sé. D6 1a mot s6 c¢6 phan
thip phén v6 han khong tuin hoan. Ciing giéng nhw s6 pi, ngwoi ta khdng thé viét ra dwoc
gi4 tri can bac hai cia 2 bang mot con s6 chinh x4c (1,414213562...) vi phén thap phan vo
han ctia n6 khéng c6 hién twong ldp di ldp lai cia mot day hiru han cac chir s6 kiéu nhuw s6
1,857142857142857142857142857..., mdt s6 ma nguwoi ta khong can phai viét hét tat ca
cac chit s6 thap phan clia nd ma van md ta duwoc nd. Mot s6 nao dé6 ma cé biéu dién phan
thip phéan 13p di ldp lai (trong so vira néu, day 857142 ldp di lap lai méi trong phan thap
phén cda nod) la mot s6 hiru ty, tirc 1a mot s6 céd thé viét dudi dang a/b, ty s6 cua hai so
nguyén. Trong vi du vira néu, hai s6 nguyén do6 la 13 va 7. Ty s8 13/7 bang
1,857142857142857142857142..., & day day 857142 lap di lap lai mai.

Cac mo6n dé cua Pythagoras - nhitng ngu¢i say mé nghién ctru s6 hoc - da rat ngac nhién va
c6 4n twong manh khi phat hién ra tinh chit vo ty cda can bic hai cta 2. Ho thé khong bao
gior ndi didu dé véi bat cir ai khong thudc trwedng phai ciia ho. Nhung roi diéu bi mat van lot
ra ngoai. Truyén thuyét k€ lai rang chinh Pythagoras da giét chét mot thanh vién trong
nhém (bang cach dim xuéng séng) vi ngwdi nay da tiét 16 sw ton tai ctia cac s vo ty ky la do.

Trén truc so6 c6 hai loai s6 khac nhau: sé hiru ty va s6 vo ty. Cac s6 hiru ty va sé vo ty 1ap day
toan bd truc s6. Chung ké ciAn nhau v cling sit sao. Cac s8 hitu ty tri mat khdp noi trong cac
s6 thwc. Trong bat ky mot 1an cdn nao, du khoang dé nhoé bé thé nao, xung quanh mot so
hitu ty cling c6 rat nhiéu cac so vo ty. Ngwoc lai, xung quanh mot sé vo ty ciling cé vo so cac
s6 hiru ty (hinh 3). Ca hai tip hop s6 hitu ty va sé vo ty déu vo han. Nhung cac so vo ty
nhiéu dén mirc vwrot xa ca cac sé hiru ty. Bic vo han ctia ching cao hon. Piéu nay da dwoc
nha toan hoc George Cantor (1845 - 1918) chi ra vao cu6i thé ky XIX. Thoi d6 chi ¢ vai
nguoi tin Cantor. Leopold Kronecker (1823-1891) - dich thu tinh quai cia Cantor - da
nguyén rua va ché nhao Cantor vi cac thuyét cia 6ng vé van dé c6 bao nhiéu sé hitu ty va so
vO ty. Kronecker da trd nén néi tiéng véi cau noéi: "Chua da l1am ra cic sé nguyén, tit ca
phan con lai la cong viéc cia con nguwdi, nghia la dng ta khong hé tin sy ton tai ca cac s6 vo
ty, vi du nhw can bac hai cua 2 ! (viéc xay ra 2000 ndm sau thoi Pythagoras). Sw doi khang
cta Kronecker la nguyén nhan can tré lam cho Cantor khong nhan dwoc danh hiéu gido sw
cia Trwong DPai hoc Téng hop Berlin danh tiéng, réi cudi cung lam cho Cantor suy sup
nhanh chéng vé tinh thin va két thic cuéc doi minh trong mét bénh vién tim than. Ngay
nay, tit ca cac nha todn hoc déu biét rang Cantor da dung va dung 1a c6 nhiéu s vd ty hon
cac s6 hitu ty, du rang ca hai tAp hop s6 nay cung 1a cac tap hop vo han. Nhwng phai ching
nhitng ngwdi Hy Lap c6 dai cling da biét tit ca nhirng diéu dé ? [4]
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Hinh 3

Di san cua Pythagoras

Mot khia canh quan trong cta cudc doi Pythagoras - v&i nhirng nguyén tic dn kiéng, voi
1ong sung kinh cac con s8, v&i nhirng cudc hdi hop bi mat va cac thi tuc 1& nghi - 1a sw theo
dudi nghién ciru mon triét hoc va todn hoc nhw 1a nén tang ctia dao dirc. Nguoi ta cho rang
chinh Pythagoras la tic giad cta ciu noi: "Triét hoc la tinh yéu kién thirc, con toan hoc la cai
ma ta hoc dwoc". Pythagoras di bién mon khoa hoc toan hoc thanh mén hoc dwéi hinh
thirc gido duc rong rai.

Pythagoras mat vao khoang nim 500 truéc Cong nguyén. Ong khong dé lai mot ban thao
nao ghi chép cac cong trinh cia minh. Trung tam cia 6ng & Crotona da bi pha hiy khi nhém
chinh tri ddi l4p Sybaritic (nh6ém ctia nhitng ké thich xa hoa) bat s6ng va sat hai hau hét cac
thanh vién cda Trung tAm. S6 ngwdi con lai tdn mat dén vung Pia Trung Hai thudc Dai
vwong quoc Hy Lap. Ho dem theo minh triét hoc va thuyét than bi vé con sé. Trong so
nhirng nguwdi hoc dwoc tinh triét hoc ctia todn hoc tir nhitng ngwoi di tan nay c6 Philolaos &
thanh pho Tarentum, ngwoi da nghién ciru trong mot trung tim méi do cdc mon dé cda
Pythagoras thanh l4p tai diy. Philolaos la nha triét hoc Hy Lap dau tién da ghi lai lich str va
cac hoc thuyét ctia trweong phai Pythagoras. Chinh nh¢ cudn sach cia Philolaos ma Plato da
linh hoi dwgc tw twdng triét hoc ciia Pythagoras vé so hoc, vii tru hoc va dao than bi ma sau
nay chinh Plato cling viét vé nhitng diéu d6. Biéu twong dic trung ctia trwong phai
Pythagoras la ngoi sao nam dinh ndi tiép trong hinh ngii gidc déu. Cac dwong chéo cta ngii
giac (tao nén ngdi sao nim dinh) cat nhau lai tao ra mot hinh ngiti gidc déu khac bé hon theo
hwéng nguoc lai. Néu lai ké cac dwong chéo cta hinh ngii giac bé d6 thi mét hinh ngii giac
mé&i bé hon nira lai dwoc sinh ra; va ci ti€p tuc nhw thé mai. Hinh ngii gidc va ngdi sao nam
dinh dwogc tao thanh tir cAc dwong chéo cua ngii gidc (hinh 4) c6 mét s6 tinh chat ky la ma
cadc moén dé clia Pythagoras tin rang dé 1a diéu huyén bi. Méi dwong chéo chia dudng chéo
khac thanh hai phan khong bang nhau. Ty s6 gitta mot dwong chéo véi doan dai hon ding
bang ty s gitra doan dai hon v&i doan ngdn hon. Ty s6 nay 1a nhw nhau déi véi tat ca cac
duwong chéo nho nira. Ngwdi ta goi dé 1a "Ty s vang". Gia tri cia ty sO nay la s6 vo ty 1,618...
Néu 14y 1 chia cho s6 nay thi ta nhin dwoc két qua 1a phan thip phan cta chinh né, tic 1a
0,618... Sau nay chung ta sé thiy "Ty s6 vang" xuit hién trong cic hién twong tw nhién ciing



nhw trong sw cin ddi, hai hdoa ma mat con nguwoi cdm thiy dep. D6 cling 1a gi¢i han cla ty s6
gitra cac s Fibonacci néi tiéng ma ta sap dé cap toi.

Ban c6 thé tim duoc "Ty s6 vang" bang cach thwc hién day cac phép toan tha vi sau day trén
mot may tinh bo tdi: tinh 1 + 1 =, sau d6 14y 1/x, r6i + 1 =, lai 14y 1/x, roi + 1 =, lai lay 1/x va
ct ti€p tuc nhw vay.

Trén mdy tinh ctia ban cac s6 sé thay nhau xuit hién va ngay cang xip xi téi 1,618... va
0,618..., khi ma tip cac phép todn dwoc ldp di lap lai mot s6 1an da 16n. D6 chinh 1a "Ty so
vang". SO nay bang can bac hai cua 5 trir di 1 roi chia cho 2. Day chinh 1a cach tinh "Ty s6
vang" bang phwong phap hinh hoc trén co sé ngii gidc déu Pythagoras. Vi ty sd nay khong
bao gior 1a ty sO cda hai s6 nguyén, do d6 né ciing khong thé 1a sé hiru ty. Diéu nay chirng
minh rang can bac hai clia 5 cling 1a s6 vo ty. Ching ta sé con gdp lai "Ty s6 vang" nhiéu lan
& phéan sau.

Cac mon dé cta Pythagoras da phat hién ra rang suw hai hoa trong 4m nhac twong &ng v&i
cac ty 1é don gian gitra cac con sé. Theo Aristotle, cAc moén dé cia Pythagoras di tin twong
rang toan bo thién dwong chinh 1a cung bic 4m thanh va cac con sd. Chinh sy hai hoa cia
am nhac va cac hoa tiét hinh hoc da 1am cho cadc mén dé ciia Pythagoras tin rang "T4t ca la
con s8". Nhitng mon dé cta Pythagoras cho rang cac ty 1& cdn ban trong 4m nhac chi gbm
cac s6 1, 2, 3 va 4 ma tong cua ching bang 10. Nguwoc lai, s6 10 1a co s6 trong hé thap phan
clia ching ta. CAc mo6n dé cua Pythagoras minh hoa s6 10 bang mot hinh tam giac (hinh 5)
ma ho goi la bo bon so (tetraktys) [5] :



Cac mén dé ctia Pythagoras coi bd bon s6 nhw 1a than linh, thAm chi ho da vién vao vi than
nay dé thé thot. Theo Aristotle, Ovid va cic nha van c6 dién khac, s6 10 dwoc chon lam co s
cho hé thap phan la hoan toan tinh cd, vi con nguoi c6 mwdi ngédn tay. Mat khac, ching ta
nh¢ 12 nguwoi Babylon da stt dung hé dém co s6 60. Tham chi dén ngay nay van con lai ddu
vét clia cac hé dém khac. Trong tiéng Phap, s6 80 (quatre-vingt, nghia la "b6én lan hai
muoi") la chirng tich cia mét hé dém co6 xwa c6 co sé 1a 20.

Day thirng, song Nile va sy ra do’i cia mon hinh hoc

Chung ta biét dwgc rat nhiéu diéu vé cac nha toan hoc Hy Lap c6 dai 1a nho vao cuén sach
"Co s&" (Elements) cta Euclid - nha toan hoc cua thanh phé Alexandria khoang 300 nam
trwdc Cong nguyén. Co6 thé tin rang hai chwong diu trong cudén "Co sé" hoan toan viét vé
cac cong trinh ctia Pythagoras va héi kin cia 6ng. Nhirng ngwoi Hy Lap c¢6 da 1am toan vi cai
dep va cac so d6 hinh hoc triru twong. Nguwoi Hy Lap da xay dwng toan bd 1y thuyét hinh hoc
ma dén ngay nay ly thuyét dé hau nhw khong thay déi va dwoc dung dé giang day trong
trueong hoc. Trén thuec t€, cuén "Co s6", hodc nhirng phén con lai cia né cho dén ngay nay
dwoc danh gia 1a cudn sach gido khoa vi dai nhat ctia moi thoi dai.

Herodotus - nha sir hoc ndi tiéng ngudi Hy Lap thoi ky C6 Dai cho rang mon hinh hoc da
dwoc phat trién & Ai Cp c6 dai sdbm hon & Alexandria ciing nhw cac vung khac thudc Hy
Lap rat nhiéu, tir 3000 nam truédc Cong nguyén. Ong ké rang nwéc tran tir séng Nile cé thé
pha huy b bao quanh cac cinh dong trong ving chiu tho song Nile mau m&, va diéu doé doi
hoéi phai c6 ky thuit vé ban d6 phirc tap. Pé lam dwoc viéc nay, nhitng ngwoi vé ban doé dia
chinh da phai xay dwng cic khai niém ciing nhw cac y twdng vé hinh hoc. Trong cudn "Lich
stt" cuia minh, Herodotus viét:



"Néu séng Nile cubn tréi mgt phdn trong 16 ddt ctia ai dé thi nha vua cv nguwoi dén kiém tra
va xdc dinh chinh xdc phdn ddt bi mdt dé bang cdnh do dac. Ttr thuc té nay, téi nghi la mén
hinh hoc da dworc biét dén & Ai Cdp ddu tién, réi sau dé méi lan sang Hy Lap."[6]

Mén hinh hoc nghién cttu cac hinh tao thanh tir cic dwdng tron, cic dwong thang, cac cung
tron, cac tam giac va cdc dwong giao nhau cta ching tao nén cac géc khac nhau. Ré rang la
mén khoa hoc nay rit quan trong dé lam t6t cong viéc 1ap ban do dia chinh. Qua vay, nguoi
ta da goi nhitng nha hinh hoc Ai Cap la "nhitng ngudi cang day thirng”, vi day dwoc st dung
dé cang lam dwong thang cAn thiét trong viéc xay dung cac dén thd, cic kim tw thap va
dung dé dinh ranh gi¢i gitta cac thira ruong. Nhwng cé kha ning nguén géc cia mon hinh
hoc thim chi con xa xwa hon nita. Neolithic da tim dwgc cac vi du cé tinh twong dang va
tinh d6i xirng hoa tiét, nhirng cai ma cac nha hinh hoc Ai Cdp da lam trwéc, réi nhiéu thé ky
sau ngwoi Hy Lap co6 dai thira ké dwoc. Ngwoi Babylon cling ¢6 nhitng moi quan tAm twong
tw d6i véi dién tich rudng. Diéu nay da lam ho cé nhu cau hiéu biét vé cac s6 chinh phwong
va méi quan hé gitra chung. Nhirng méi quan tdm ctia ngudi Babylon da dwoc nguoi Ai Cap
chia sé vi nguoi Ai Cap ciing vAp phai khé khan trwéc nhirng van dé chia dit dai cling nhw
cong viéc xy dung cac kim tw thap cia ho. Vi thé, c6 kha nang nguwoi Ai Cap c6 dai cling da
hiéu biét vé cac bd ba s6 Pythagoras. Tuy nhién, nhitng gi ma ngwdoi Hy Lap da lam véi mon
hinh hoc 12 nham thiét 1ap thém mo6t mén toan hoc 1y thuyét. Ho da dit ra cac tién dé va
chirng minh cac dinh ly.

Pinhlylagi?

Nguwoi Hy Lap cho ching ta khai niém vé dinh ly. Dinh 1y 1a mét ménh dé toan hoc da dwoc
chirng minh. Phép chirng minh dinh ly 1a mot tién trinh 14p luin chit ch& nham chi ré tinh
ding dan cta dinh ly sao cho khong mot ai ¢ thé bat bé duwoc néu ho dwa trén cac quy tic
logic va chdp nhin mot tip cac tién dé da dwoc dwa ra lam co s& cho hé logic. Cac tién dé
cuia Euclid bao gom dinh nghia mot diém, mot dwdng thang va ménh dé vé hai dudong song
song khong bao gio cit nhau. Dua vao cac tién dé va cac phép suy dién logic, vi du nhu A
chira B va B chira C thi A chta C, ngwoi Hy Lap co dai da chitrng minh dwoc nhiéu dinh ly
hinh hoc rat hay vé tam giac, hinh tron, hinh vuéng, hinh ngii giac, hinh luc gidc va hinh bat
giac.



"Eureka! Eureka!”

Hai nha toan hoc vi dai ngwoi Hy Lap la Eudoxus (408-355 truwdc Cong nguyén) va
Archimedes (thé ky III truwedc Cong nguyén) da mé rong cong trinh nghién ctru cac hinh hinh
hoc sang linh vuc tinh dién tich bang cach dung cac dai lwong vo cling bé (nghia 1a bé bao
nhiéu ciing dwoc). Eudoxus 1a ngwdi xit Cnidus. Ong tirng 1a ban va 1a hoc tro ctia Plato. Ong
ngheéo dén ndi khong thé sdng trong khu Vién Han 1am khoa hoc & Athens ma phai séng &
noi gia sinh hoat ré hon la thi trdn cang Piraeus. Tlr diy hang ngay 6ng dén Vién Han 1am
cua Plato. Plato khéng phai la nha toan hoc nhwng 6ng khuyén khich nghién ctru toan hoc,
dic biét d6i voi nhitng hoc tro ¢é nang khi€u - nhw Eudoxus chang han. Eudoxus ciing da
dén Ai Cap va & day, ciing nhw & Hy Lap, 6ng nghién ciru rat nhiéu vé hinh hoc. Ong da phat
minh ra "Phwong phap vét can" (Method of exhaustion), va da st dung né cung véi cac dai
lwgng v6 cung bé dé tim dién tich cac hinh hinh hoc. Vi du, Eudoxus da tinh dwoc xap xi
dién tich hinh tron bang tdng cac dién tich ctia nhiéu hinh chit nhat nho hon (hinh 6) - dién
tich clia chiing rat dé tinh bang cach 14y chiéu dai nhan chiéu rong. Ngay nay phwong phap
nay dwoc str dung trong cac phép tinh tich phan va cac phwong phap gidi han hién dai
khong khac gi "phwong phap vét can” ciia Eudoxus.

Nhung Archimedes (287-212 truwéc Cong nguyén) méi dich thuc 1a nha toan hoc 16i lac nhat
ctia thoi ky C6 Pai. Ong da séng & thanh phd Syracuse trén dao Sicily. Archimedes 13 con
trai nha thién van hoc Pheidias va cé ho v&i vua Hieron II cua Syracuse. Cling nhw Eudoxus,
Archimedes da nghién cru vé cadc phwong phap tim dién tich va thé tich. Nhitng phwong
phép do 1a khéi ngudn cho nganh giai tich vé sau nay. Thanh qua cua 6ng da thic day ca hai
phép tinh vi phan va tich phan (toan giai tich c6 hai phan thi Archimedes ndm virng dwoc ca
hai). Chu yéu 6ng quan tdm dén toan hoc ly thuyét: s6 hoc, hinh hoc, dién tich cac hinh hinh
hoc, v.v..., song 6ng con dat dwoc nhiéu thanh twu trong viéc tng dung toan hoc. Moi nguoi
déu biét cAu chuyén néi tiéng K€ lai sw kién Archimedes phat hién ra cai ma ngay nay ta goi
12 dinh luat thiy tinh hoc d4u tién - dinh luat phat biéu rang trong lwong clia vat ngap trong
nuwédc bang trong lwong phan nwdc ma vat do chiém chd. Luc by gior & Syracuse c6 mot ga



thg vang gian tra va vua Hieron da yéu ciu nha toan hoc ban minh tim cach phanh phui
diéu ndy. Archimedes da bat dau tir viéc nghién ctru trong lwong clia vat ngap trong nuéec.
Ong dung chinh co thé minh trong cac cudc thi nghiém. Ong st dung bén tdm va lam mot s6
phép do lwdng. Khi phat hién ra dinh luat, 6ng nhao ra khoi bon tim roi ci thé vira chay
khap phd phwong Syracuse vira hd 16n "Eureka, Eureka!" ("Toi da tim ra! T6i da tim ra!™).

Archimedes cling dwoc thira nhan la ngwoi da phat minh ra "Canh quat Archimedes"
(Archimedes screw), moét dung cu d€ kéo nuéc 1én bang cach quay mot céi tay quay. Nong
dan nhiéu noi trén thé gi¢i van thuwong st dung dung cu nay.

Nhitng ndm 214-212 trwéc Cong nguyén, twéng La ma Marcellus tin cong Syracuse. Vua
Hieron lai mét IAn nitra nho ngwdi ho hang néi tiéng ctia minh gitup dd. Khi quin La M3 dang
tién dén, dwa vao cac nghién cru cia minh vé don bay, Archimedes da sang ché ra cac may
ném da tuyét voi va ngwdi dan Syracuse da ddy lui dwoc quan dich. Nhwng Marcellus lai tap
hop lwc lwgng va mot thoi gian sau da bat ngo danh p tir phia sau va chiém dworc Syracuse.
Luc bay gi¢r Archimedes khong hay biét gi vé cudc tdn cong nay, 6ng van ngoi ling 1& & mot
khu dit cao hon trong thanh va vé nhirng hinh hinh hoc trén cat. Mot tén linh La M3 tién
dén va dAm chan lén c4c hinh vé. Archimedes da nhay bat diy kéu to: " Pirng déng vao cac
hinh tron cta t6i!". Ngay tirc thi, tén linh rat gwom ra va giét chét nha toan hoc lao thanh 75
tudi. Trong di chic clia minh, Archimedes da yéu ciu cu thé 1a: khic 1én bia md 6ng mot
hinh hinh hoc ma éng dac biét yéu thich - hinh ciu noi tiép trong hinh tru. Ngéi mé da bi bo
mac cho moi th& che 14p va sau dé thi mat dang. Nhiéu nam sau, Cicero - nha hung bién
nguoi La M3 - da tim dwoc ngdi md va ton tao lai nhw cli. Thé réi sau d6 cat bui thoi gian lai
pht 1dp mat ng6éi md mot lan niva. Nam 1963, nhirng ngwoi cong nhan da lai phat hién dwoc
mo chi cia Archimedes trong khi ho dong tho dé xay dwng khach san & gan Syracuse.

Dinh 1y noi tiéng cua Archimedes n6i vé hinh cau ndi ti€p trong hinh tru da dwoc dng ghi lai
trong cuén "Phwong phap". Ciing gidng nhw hau hét cac van ban c6, cudn sach d6 dwoc ghi
nhan la da bi mit. Nam 1906, mot hoc gia ngwoi Pan Mach 1a J.L. Heiberg nghe tin &
Constantinople c6 ban thao viét tay da mo trén gidy da cac bai viét c6 ndi dung toan hoc.
Ong da dén Constantinople va da tim dwoc ban thdo d6 gom c6 185 t& gidy da. Cac nghién
ciru khoa hoc da xac dinh d6 chinh 1a ban sao cu6n sach ctia Archimedes dwoc lam vao thé
ky thi X, roi dén thé ky XIII nhitng nguoi theo dao phwong Pong chinh théng da bd sung
thém vao do.

Alexandria - phan Ai Cap thudc Hy Lap, khoang nam 250



Nha toan hoc Diophantus séng & Alexandria vao khodng nam 250. Moi diéu ching ta biét
duwoc vé cudc doi Diophantus 1a dua vao doan van dudi day trich dan tir tuyén tap Hop
tuyén Palatine. Tuyén tap nay dwgc viét vao khodng mot thé ky sau khi Diophantus méat [7] .

"Pdy la ngdi mé chén cdt thi hai cia Diophantus. Ng6i mé nay rdt ddc biét vi nhitng con s6
dwoi ddy sé cho moi ngwoi  biét mét phdn  cuéc doi bng

Mot phdn sdu cudce doi la tudi du tho hanh phiic. Sau mét phdn mwoi hai tiép theo ctia cudc
doi 6ng da bat dau moc lo tho nhitng soi ria. Phdi trdi qua mét phdn bdy cudc doi nira 6ng
méi ldy ve. Sau dé la ndm ndm ddy hanh phtic va 6ng c6 mot dira con trai. Chao 6i, cdu bé
thdt ddng yéu song ciing that bdt hanh. Khi cdu Ién 1én va lic tudi cdu bdng nira tudi cha
minh thi dinh ménh lai lanh Iting cuép cdu di. Ong dd quén ddn ndi dau trong suét bén ndm
con lai ctia cudc doi minh. Di sdn bang nhitng con s6 nay da ké cho ta hay vé toan b6 cudc doi

"

6ng"”. (Néu ban lam mdt phép tinh suy luin, ban sé tim dwoc ciu tra 1o 1a 84).

Diophantus séng vao thoi gian nao thi chwa ai khang dinh chic chdn. Ching ta chi c6 thé
dwa vao hai chi tiét dang cha y dé c6 thé xac dinh khodng thoi gian ma Diophantus séng.
Thit nhat, trong cac bai viét clia minh, 6ng da trich dan Hypsicles, ngwdi ma ching ta biét 1a
da song vao khoang nam 150 trwéc Cong nguyén. Thit hai, Theon (ngwoi x& Alexandria) da
trich dan Diophantus. Thei gian Theon séng dwoc ghi lai twdng tin vi thoi d6 c6 hién twong
nhat thuc xay ra vao ngay 16 thdng 6 ndm 364. Vay thi chic chdn 1a Diophantus séng sau
nam 150 trwdc Cong nguyén nhuwng truedc nam 364. Va, c6 phan nao do hoi tuy tién, cac hoc
gid xép Ong vao giai doan nhirng nam 250.

Diophantus da viét cuén S6 hoc, trong d6 6ng phat trién cac khai niém dai s6 va dwa ra mot
16p phwong trinh. P4 1a cac phwong trinh Diophantine ngay nay dang dwgc dung trong toan
hoc. Ong da viét muoi ldm cudn sach nhwng dén thoi ching ta chi con lai c6 sau cudn.
Nhitng cuén kia da bi mat trong vu héa hoan thiéu hiy thw vién khéng 16 & Alexandria, mot
thw vién c6 bd swu tAp sach do sd nhit vao thoi ky C6 Dai. Nhitng cudn con lai ndm trong sé
cac van ban tiéng Hy Lap cuoi cung da dwoc dich. Ban dich tiéng La tinh sém nhat tim thay
dwoc xuat ban ndm 1575. Con ban sao ma Fermat ¢6 1a ban do Claude Bachet dich nam
1621. B6 la chwong 8 trong cudn II ctia Diophantus. Trong chwong nay Diophantus dit van
dé tim cach phan tich mot s6 chinh phwong thanh tong hai sé chinh phwong. Py ciing 1a
van dé Pythagoras quan tim va loi giai cho van dé nay da dwoc nguoi Babylon biét tir 2000
nam trwdc. Chinh van dé nay ciing da goi y cho Fermat viét 1én 1é trang sach dinh 1y cuoi
cung noi tiéng ciia minh. Cac thanh twu todn hoc ciia Diophantus va nhirng ngudi cung thoi
ong la niém tw hao cudi cung ciia ngwoi Hy Lap ¢o dai.



Truyén "Mot nghin mot dém le"

Trong khi chau Au dang déi phé véi cac cudc chién tranh phong kién nhé gitta cac nwéc chu
hau phong kién ctia mot 6ng vua hay mot vi hoang t& chéng lai nhau, dang ban rén vi sw
séng con sau nan dai dich hach va céi goi la cudc thip tw chinh hao ngwi ton cda thi nguoi
Arap lai dang cai tri mot d& ché phdn thinh tir ving Trung Péng cho dén ban dao Iberia.
Cung vé&i nhitng thanh twu vi dai cia minh trong y hoc, thién van hoc va nghé thuat, nguoi
Arap da phat trién mén dai s6. Nam 632, nha tién tri Mohammed thanh 1ap mét nha nuwéc
Hoi gido c6 tht phi tai Mecca, noi cho dén nay van 13 trung tam ton gido cta dao Hoi. It 1au
sau luc lwgng cta 6ng tdn cdng Vwong qudc Byzantine va roi cudc chién van tiép dién sau
cai chét cia Mohammed & Medina ngay nam d6. Trong vong vai ndm, Damascus, Jerusalem
va phan 1én Mesopotamia da thudc vé lwc lwong cua dao Hoi, va dén nam 641, Alexandria -
Trung tAm todn hoc cta thé gidi cling viy. Pén nam 750, cac cudc chién tranh nay cling nhw
cac cudc chién giita nhitng nguwdi Hoi gido véi nhau da ling xudng, ngudi Arap, nuéc Ma
Réc va ving phia Tay da phai hoa gidi véi ngwoi Arap ving phia Pong cé trung tim &
Baghdad.

Baghdad tré thanh trung tim toan hoc. Nguwdi Ardp tiép thu tir dan cw & nhitng noi ma ho
thing tran cic y twdng toan hoc cling nhw cac phat minh trong thién vin hoc va cac nganh
khoa hoc khac. Cac hoc gia Iran, Syria, Alexandria dwoc moi téi Baghdad. Dwéi triéu vua Al
Mamun trong thoi ky diu cda nhitng nam 800, truyén "Mot nghin mot dém 1é" da ra doi va
nhiéu tac pham tiéng Hy Lap - ké ca cudn Co sé cia Euclid - da dwoc dich sang tiéng Arap.
Nha vua da 1ap nén Ngdi nha tri thirc & Baghdad va Mohammed Ibn Musa Al-Khowarizmi la
mot thanh vién & d6. Cling nhw Euclid, Al-Khowarizmi 1a mot ngwoi ndi tiéng khap thé gidi.
Ly cac y twdng va ky hiéu cc chit s6 ctia ngwdi Hindu (An Do gido) cing véi cac khai niém
cia nguwdi Mesopotamia va y twdng hinh hoc cda Euclid, Al-Khowarizmi da viét sach vé so
hoc va dai s6. Al-Khowarizmi la ngwoi da dwa ra thuit ngiv "algorithm" (thuit todn). Con
thult ngtr "algebra" (dai s6) lai c6 nguén gbc tir nhirng tir dau tién trong dau dé cuén sach
noi tiéng nhit cta Al-Khowarizmi: Al Jabr Wa'l Mugabalah . Chinh nh¢ cuén sach nay ma
sau nay chau Au dwoc biét dén mot nganh toan hoc cé tén goi 1a dai sb. Trong khi cac y
twdng dai s6 da c6 trong cudn Arithmetica (S6 hoc) cta Diophantus, thi Al Jabr c6 quan hé
gan gii hon véi nganh dai s6 ngay nay. Cuén sach cua Al-Khowarizmi dwa ra cac cong thirc
don gian dé giai cac phwong trinh bac nhat va bac hai. Trong tiéng Arap, tén ctia cuén sach
nay c6 nghia 1a "Thuat sap xé&p lai bang cach chuyén vé cic sd hang trong mot phuwong
trinh". D6 la cach ngay nay ta giai cAc phwong trinh bac nhit.



bai s6 va hinh hoc c6 moi lién hé véi nhau giong nhw tat cd cac linh vuce toan hoc khac.
Trong thoi dai ching ta da phat trién chuyén nganh hinh hoc dai s6 - mdt chuyén nganh lién
két hai linh vuc todn hoc véi nhau. Chinh sy két hgp cac chuyén nganh todn hoc va sw lién
két ctia cac phan trong cac chuyén nganh khac nhau sau nhiéu thé ky da m& dwong cho
cong trinh giai bai toan Fermat cua Wiles.

Mot thwong gia thoi Trung Co va "Ty s6 vang”

Ngudi Ardap da quan tam téi bai toan cd lién hé mat thiét véi van dé ma Diophantus da néu
vé viéc tim ra cac bo ba s6 Pythagoras. D6 1a bai toan tim bo ba s6 Pythagoras khi biét dién
tich cia mot tam giac vudng la mot s6 nguyén cho trwdc. Hang tram nam sau, chinh bai toan
nay da tré thanh co s& cho Leonardo (nguwoi xi& Pisa, 1180-1250) viét cudn sach Liber
Quadratorum vao niam 1225. Leonardo dwgc biét dén nhiéu hon véi tén goi Fibonacci
(nghia 1 "con trai ctia Bonaccio"). Fibonacci sinh & Pisa. Ong 1a mét thwong gia qudc té. Ong
cling da tirng s6ng & Bac Phi va Constantinople. Trong sudt cudc doi minh, 6ng da di rat
nhiéu noi, da dén Provence, Sicily, Syria, Ai Cap va rit nhiéu noi khac & vung Pia Trung Hai.
Nhitng chuyén di cua 6ng va cac quan hé cta ong véi tinh hoa cta xa hoi thwong lwu Dia
Trung Hai trong thoi ky d6 da dan 6ng dén véi cac tu twdng toan hoc clia ngwoi Ardp, véi
nén vin hoa La Ma va Hy Lap. Khi hoang dé Frederick II dén Pisa, Fibonacci da dwoc giGi
thiéu v&i hoang dé va tré thanh mét cin than cia hoang dé.

Ngoai cuén Liber Quadratorum, cling trong thoi gian do6, Fibonacci con noéi tiéng véi cuén
sach Liber Abaci. Vin dé vé cac tam gidc Pythagoras dwoc dé cip trong cudn sach cua
Fibonacci cling xuit hién trong mot ban thao cia ngwdi Byzantine & thé ky XI ma bay gi¢
dang ndm trong thw vién Cung dién c6 & Istanbul. Diéu nay c6 thé 13 sw tring hop ngau
nhién; song mat khac, ciing c6 thé Fibonacci da thiy cuén sach d6 & Constantinople trong
cac chuyén di ctia dng.

Fibonacci dwgc biét dén nhiéu nhat véi day s6 mang tén 6ng - cac sé Fibonacci. Cac s6 nay
xuat hién trong bai toan dwdi diy viét trong cudn Liber Abaci :

Trong mot ndm, bdt ddu chi tir mot déi thd, bao nhiéu dobi thé sé dwoc sinh ra néu méi
thdng mot doi tho sinh dwoc mot doi thé con va cdp tho con nay lai dé dworc tir thdng thir hai
tré di? DAy s6 Fibonacci c6 ngudn gdc tir bai todn trén 1a mot diy sao cho mébi s6 hang, ké



tlr sau s6 hang thi nhit, bang tdng cia hai s6 ding ngay trwdc né. Day s6 do1a: 1,1, 2, 3, 5,
8,13, 21, 34, 55, 89, 144,...

Day s0 trén (tlic la ddy nhan dwoc khi tiép tuc gidi bai toan khong dirng lai & diéu kién 12
thang) c6 nhirng tinh chat dic biét dang chd y. Thit vd cling bit ngo, ty so giita hai s6 ké
tiép nhau cua day do tién dén Ty sé vang . Cac ty s6 dé la: 1/1, 1/2, 2/3, 3/5, 5/8, 8/13,
13/21, 21/34, 34/55, 55/89, 89/114,... Can chd y rang cac s6 d6 ngay cang tién gan dén s
(can bic hai cia 5 - 1 )/2. Pay chinh la Ty s6 vang. Ta ciing c6 thé nhin dwoc Ty s6 vang
bang cach ding may tinh 13p lai nhiéu IAn phép toan 1/1 + 1/1 + 1/... nhw da mo ta trwdc
day. Ta ciing nhé lai rang s nghich dao (1/x) ctia Ty s6 vang 1a mot s6 gidng nhw né chi cé
diéu 1a bé hon 1 don vi. Day sd Fibonacci xuit hién & khip noi trong thién nhién. Nhirng
chiéc 14 trén mét nhanh cdy moc cach nhau nhirng khodng twong &ng véi day sé Fibonacci.
Cac s6 Fibonacci xuat hién trong nhirng bong hoa. Hau hét cac béng hoa cé sé canh hoa la
mot trong cac s6 : 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 hodc 89. Hoa loa kén c6 3 canh, hoa mao lwong vang
c6 5 canh, hoa phi yén thwong c6 8 canh, hoa cic van tho cé 13 canh, hoa cic tiy c6 21
canh, hoa cic thwong c6 34, hoac 55, hoac 89 canh.

Cac so Fibonacci cling xuit hién trong cac bong hoa huwdng dwong. Nhitng nu nho sé két
thanh hat & dau bong hoa hudng dwong dwoc x€p thanh hai tip cac dudng xoin ¢ : mot
tap cudn theo chiéu kim dong ho, con tap kia cuén ngwoc chiéu kim déng ho. S6 cac dwong
x04dn 6c huwéng thuan chiéu kim ddng hod thudong 1a 34, con nguoc chiéu kim dong ho 1a 55.
Do6i khi cac s6 nay la 55 va 89, va tham chi c6 khi la 89 va 144. Tat ca déu la cac s6 Fibonacci
ké ti€p nhau (ty s6 cua ching tién téi Ty s6 vang). Trong cuén Nhitng con sé ctia tw nhién
lan Stewart noéi rang, khi cidc dwong xoan ¢ phat trién thi gc gitra chiing 1a 137,5 d9, tirc 1a
bang 360 dd nhan vai 1 trir di Ty s6 vang, va ching ciing tao ra hai s6 Fibonacci ké tiép
nhau rng véi s6 dwdng xoidn 6¢ theo chiéu kim ddng ho va ngugc chiéu kim dong hod, nhw
minh hoa & hinh 7 [8] .



Néu mot hinh chir nhat cé ty 1é gitra hai canh 1a Ty s6 vang thi c¢6 thé chia dwoc thanh mot
hinh vuéng va mét hinh chi nhat. Hinh chi* nhat th& hai nay la déong dang véi hinh chir
nhat 1én, viy nén ty s6 gitra hai canh ctia né cling bang Ty s6 vang. Bay gio, lai c6 thé chia
hinh chit nhat bé thanh mét hinh vuéng va mot hinh chir nhat, ma ty 1é gitra hai canh cuta
hinh chit nhat ciing 1a Ty s6 vang,... va ctx tiép tuc nhw vay. Néi cac dinh ké tiép nhau cia day
hinh chir nhat véi nhau ta nhan dwoc mot dwong xoidn giéng con ¢ (hinh 8), hét nhu sw
x€&p dat cac nu nho trong bong hoa hwéng dwong nhw mé ta & trén va sw phin b6 nhirng
chiéc 14 trén mét nhanh ciy.

Hinh chit nhat néu trén cé cac ty 1é that dang chu y. Ty s6 vang khong chi xuit hién trong tw
nhién ma con xuit hién trong nghé thuit nhw la Iy twdng c6 dién vé cai dep. C6 mot diéu gi
d6 than ky bao quanh day s6 Fibonacci. Thwc té, hién nay Hoi Fibonacci dang hoat dong
dudi sy lanh dao cia mét linh muc va cé trung tam & Trwong Pai hoc St. Mary tai California.
Muc dich cta Hoi 1a tim kiém cac vi du cua Ty s6 vang cling nhw cua cac sé Fibonacci trong
tw nhién, trong nghé thuat va trong kién tric véi niém tin rang Ty sd vang 1a mén qua
Thwong dé ban tang cho thé gi¢i nay. Nhw la chuidn muwec cua cai dep, Ty s6 vang hién dién &
nhiéu noi. O Pién Parthenon cta thanh Athens ching han, ty sd giita chiéu cao va chiéu dai
cua Dién Parthenon chinh la Ty s6 vang.

Kim tw thap vi dai & Giza dwoc xay dwng tir nhiéu trdm nam truéc Dién Parthenon ctia Hy
Lap ciing c6 ty s6 gitra chiéu cao cia mot mit véi mot niva canh day 1a Ty s6 vang. Mot ban
viét trén gidy c6 Rhind cta ngudi Ai Cap c6 nhic téi Ty s6 than thanh. Cac pho twong c6
cling nhu cac birc tranh thdi ky Phuc Heng déu biéu hién cac ty 1€ bang Ty sd vang, mot ty
s6 than thanh.
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bién Parthenon, Athens, Hy Lap

Ty s6 vang da dwgc tim kiém nhw 1a biéu twong cia vé dep vuot xa cac loai hoa hay cac
cong trinh Kkién tric. Trong mot birc thw gri Hoi Fibonacci vai ndm truwéc day, mét thanh
vién dd miéu td mot nguoi trong khi tim kiém Ty s6 vang da hadi vai cdp vg chong dé lam
mdt cudc thi nghiém nhw thé nao. Ong ta yéu cau ngudi chong do chidu cao rén cta vo roi
chia cho chiéu cao ctia vo. Ong khdng dinh rang doi véi tat ca cac cdp vo chong, ty s6 dé déu
x4p xi bang 0,618.

Cac nha "Cosa" hoc

Thoi ky Trung C8, toan hoc tham nhap chau Au qua cac coéng trinh ctia Fibonacci va tir Tay
Ban Nha (khi d6 1a mdt phan cta thé gi¢i Arap) véi cong trinh cia Al-Khowarizmi. Thoi ky
d6, muc dich chinh cda dai s6 1a giai cac phwong trinh dé tim dai lwong chwa biét. Ngay nay,
ching ta goi dai lwgng chwa biét 1a "x" va c6 ging gidi phwong trinh d€ tim tat ca cac gia tri
ma "x" c6 thé nhan. Vi du, mot phwong trinh don gidn nhat la: x - 5 = 0. Biy gio ta sé st
dung cac tinh todn todn hoc don gidn dé tim gia tri cia "x". Néu ta thém 5 vao ca hai vé cia
phwong trinh thi vé trdilax - 5 + 5, con vé phai la 0 + 5. Va vi vy vé trai la "x" con vé phai la
5, titc 1a x = 5. Vao thoi Al-Khowarizmi, nguoi Ardp goi dai lwong chwa biét 13 "mot vat"
(thing). Trong tiéng Arap tir "mot vat" 1a "shai". Vay la ho giai cdc phwong trinh nham tim
"shai" chwa biét, nhw da lam trén day véi "x". Khi cc ¥ twdng nay tham nhap vao chau Au,
thuat ngit tiéng Arap "shai" dwoc dich qua tiéng La tinh. Tir "mot vat" 1 "res" trong tiéng La
linh va 1a "cosa" trong tiéng Italia. Vi cac nha dai s6 chau Au dau tién 1a ngwoi Italia nén tir
cosa da gan lién véi ho. Va cling vi ho quan tAm dén viéc gidi cdc phwong trinh dé tim "cosa"
chwa biét, nhirng ngwdi nay dwoc goi tén la Cossists (cac nha "Cosa hoc") [9] .

Trong thoi ky Trung C6 va budi dau thoi ky Phuc Hung, cling giéng nhw & Babylon 3500
nam trwdc, toan hoc da dwoc st dung véi muc dich thwong mai la chinh. Giéi thwong nhan
thoi d6 ngay cang quan tim téi cac van dé vé thuwong mai, vé ty 1€ trao doi, vé 1ai suit, vé gia
ca, va déi khi nhirng van dé nay phai giai quyét nhw 1a cac bai toan doi hoi phwong phap giai



phwong trinh. Cac nha Cosa hoc nhw Luca Pacioli (1445- 1514), Geronimo Cardano (1501-
1576), Niccolo Tartaglia (1500-1557) va nhitng ngwoi khac da canh tranh nhau trong viéc
phuc vu cac nha buo6n va cac thwong gia gidi cac bai toan. Cac nha toan hoc d6 da dung
phwong phap giai cac bai toan triru twong hon dé quang cao. Do phai canh tranh dé cé dwoc
khach hang, ho da danh nhiéu thoi gian va sw ¢6 gang d€ giai cac bai todn kho hon, chang
han nhw cic phwong trinh bic ba (tic la cdc phwong trinh ma dai lwong "cosa" chwa biét,
hay nhw ngén tir ctia ta ngay nay goi la "x", & dang liy thira bic ba, x3 ) - d€ ho c6 thé xuat
ban cac két qua va thuwong xuyén dwoc dén maoi giai quyét cac bai toan ng dung.

Vao thoi ky dau thé ky XVI, Tartaglia da tim dwgc phwong phap giai phwong trinh béc ba.
Ong gitt kin phwong phap nay dé duy tri loi thé hon cac d6i thi clia 6ng trén thi tredng giai
cAc bai toan diy loi nhuln. Sau khi Tartaglia thing thé mot nha toan hoc khac trong cudc
canh tranh giai cic bai toan, Cardano da ép 6ng tiét 16 phwong phap gidi cac phwong trinh
bic ba. Tartaglia da tiét 16 phwong phap cia minh véi diéu kién Cardano khong dwgc dé 16
cho bat ky ai. Sau nay, khi ma Cardano biét dwoc cdc phwong phap twong tw cua nha Cosa
hoc khéac 1a Scippione del Fero (1456-1526), Cardano tirc thi cho rang Tartaglia da c6 duoc
phwong phép giai cic phwong trinh bic ba tir Fero va Cardano cam thay dwoc tw do tiét 16
bi mat d6. Sau ddy, Cardano da cho in 4n phwong phap giai cic phwong trinh bac ba trong
cuon "Ars Magna" ctia 6ng vao nam 1545. Tartaglia cdm thay bi phan béi va rat cam gian
Cardano. Trong nhitng nam cu6i doi, Tartaglia d@ mat rat nhiéu thi gio cho viéc giem pha
nguoi ban cli cia minh va 6ng da thanh céng trong viéc ha thip thanh danh ctia Cardano.

Nguwoi ta nhin nhan cac nha Cosa hoc la nhitng nha toan hoc c6 trinh d6 thap hon ngwoi Hy
Lap c6 dai. Ho ban tAm védi cac bai toan (rng dung nham muu ciu tién bac. Nhirng cudc diu
da trong noi bd cac nha Cosa hoc khong c¢é tinh xay dwng va diéu d6 da tach roi ho khoi viéc
tim kiém cai dep trong todn hoc ciling nhw sy tim toi hiéu biét theo ding nghia ctia n6. Ho
khong hé phat trién dwoc mot 1y thuyét triru twong, téng quat nao cho todn hoc. Vi thé
ngudi ta can phai quay tré lai véi ngudi Hy Lap ¢ dai. Diéu nay thwe sy da xay ra mot thé
ky sau do.

Cong cudc tim Ki€m tri thirc co trong thoi ky Phuc Hwng

1300 nam di troi qua ké tir thoi dai ctia Diophantus. Thé gi¢i da chuyén tir thoi ky Trung
C6 sang thoi ky Phuc Hwng va mot thoi dai méi bat dau. Thoat khoi bong dém thoi Trung
C6, chau Au da birng tinh cling véi 1ong khat khao hiéu biét. Rit nhiéu ngudi lai quan tam
dén cac tac pham kinh dién cia nhirng nguoi c6 dai. Trong qua trinh 1am séng lai cong viéc



nghién ciru tim toi hiéu biét va khai sang 4y, tat ca cac cudn sach co6 con lai déu dwoc dich
sang tiéng La tinh - ngdn ngtr ciia nhitng ngudi c6 hoc. Dich gia Claude Bachet - mét quy téc
Phap - rat quan tam dén toan hoc. Ong cé dwoc mot cudn "Arithmetica” tiéng Hy Lap cia
Diophantus. Ong da dich va xuat ban cuén sach nay (tai Paris, nim 1621) duéi cai tén
"Diophanti Alexandrini Arithmeticorum Libri Sex" . Cuén sach nay di dén v&i Fermat.

Dinh 1y cuéi cung cia Fermat cé noi dung thwc chit la: Khong thé c6 mot bd ba so6
Pythagoras doi v&i bat ky mot liy thira nao 16n hon 2. Khong ton tai mot bé ba sé nao sao
cho t6ng hai s6 bang sd thir ba - trong d6 mdi s& 1a 14p phwong, hodc 1 lily thira bac bdn,
bic ndm, bic sdu, hay bit ky mot liiy thira nao khac ciia mot s6 nguyén nao dé. Lam thé nao
ma Fermat dwa ra dwoc dinh ly nay?

Binh phwong, 1ap phwong va cac liy thiwra bac cao hon

Dinh Iy 1a mot ménh dé cung v&i phép chirng minh. Fermat khang dinh da c6 "mét chirng
minh tuyét voi”, nhung néu khéng dwoc nhin thiy va danh gia tinh ding din cua phép
chirng minh thi khoéng ai c6 thé goi ménh dé ctia 6ng la mot dinh ly. Mot ménh dé cé thé la
rat sau sic, rat co y nghia va rit quan trong, nhung néu khong chirng té6 dwoc né thuce su
ddng thi chi c6 thé goi d6 1a mot diéu phong doan hay 1a mot gia thuyét. Mot khi diéu phong
doan dwgc chirng minh thi méi dwoc goi la "dinh 1y", hodc la mot "b6 dé" néu doé la mot
ménh dé mé dau va dwoc chirng minh dé roi din dé€n mot dinh 1y sau sic hon. Cac két ludn
suy ra tr mot dinh ly va duwoc chirng minh thi dwoc goi la cdc hé qua. Chinh Fermat da cé
mot s6 ménh dé nhw thé. Mot ménh dé trong s6 dé la: Cac s6 dang 2eiuymi= n + 1 ludn 1a s
nguyén td. Phong doan nay chwa dwoc chirng minh, do d6 khong phai la mét dinh ly. Thuc
té, & thé ky sau, nha toan hoc vi dai ngwdi Thuy Si Leonhard Euler (1707-1783) da chira do
12 mot phong doan sai. VAy thi cling chwa c6 ly do dé€ tin rang "Dinh ly cudi cung" 1a dung.
N6 c6 thé dung, hodc co thé sai. P& chitrng minh Dinh ly cudi cuing cia Fermat 1a sai, tat ca
nhirng gi phai lam la tim dwoc mot bd ba sé nguyén a, b, c va mot liy thira n 1é6n hon 2 thoa
man quan hé a » + br = ¢cn. Chwa ngwdi nao tim dwoc mét tip cac sé6 nguyén nhw vay. (Tuy
viy, viéc gia dinh 1a c6 mét tip cic s6 nguyén nhw thé sau nay chinh 1a yéu té quan trong
cho cac c6 ging tiép tuc chitng minh Dinh 1y). Vao nhitng ndm 1990, ngwdi ta da chi ra rang
khong tbn tai cac s6 nguyén nhw thé déi véi moi lily thira n nhé hon bon triéu. Nhwng diéu
nay khéng c6 nghia la sé khong bao gio tim dworc cac s6 nguyén nhw vay. Dinh ly phai duoc
kiém chirng v&i tat cd cic s6 nguyén va tit ca cac lily thira c6 thé co.



Chinh Fermat di chirng minh dinh ly cudi cling cta éng véi n=4. Ong da st dung mot
phuo*ng phéap tai tinh ma 6ng goi la phwong phap " glam v6 han" dé chira rang khong ton tai
cac s6 nguyén a, b, c théa man diéu kién a¢ + b + = c+. Ong cung nhan thiy rang, néu c6 1oi giai
véi mot 1ty thira n nao dé thi cling c6 101 gidi véi moi boi s6 ctia n. Do d6 ta chi phai xét cac
liy thira 1a cac s6 nguyén t6 (16n hon 2), tirc 1a cac s6 khong thé chia hét cho bat ky s6
nguyén nao khac 1 va chinh né. Mét vai s6 nguyén t6 dau tién la 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...
Khong mét s6 nao trong ching chia dwoc cho bit ky mét s6 nao khac 1 va chinh n6 ma cho
két qua 12 mot s6 nguyén. Vi du, s 6 khong phai s6 nguyén td vi 6 chia cho 3 bang 2 - mot
s6 nguyén. Fermat cling da chirng minh dinh ly cuéi cung cia 6ng véi n=3. Doc lap voi
Fermat, Leonhard Euler da chi*ng minh cho trwdng hgp n=3 va n=4, con Peter G. L.
Dirichlet da c6 thé chirng minh cho trwdng hop n=5 vao niam 1828. Cac trwong hop do ciing
da dwgc Adrien-Marie Legendre chirng minh vao nam 1830. Gabriel Lamé da chirng minh
cho trwong hop n=7 va chirng minh nay dwoc Henri Lebesgue hiéu dinh vao nam 1840. Vay
la sau 200 nam Kké tir khi Fermat viét nhirng dong ghi chid néi tiéng trén 1é cudn sach cia
Diophantus ma 6ng c6, dinh ly ctia 6ng méi chi dwoc chitng minh la dang véi cac liy thira 3,
4,5, 6 va 7. D€ chirng minh dinh Iy v&i moi liy thira n con dwong di con dai vé cling. R6 rang
1a phai c6 mot phép chirng minh tong quat ddi véi tit ca cac liy thira, cho du cac liy thira dé
16n thé nao di niva. Cac nha todn hoc déu di tim cai phép chitrng minh tong quat duy nhit iy,
nhwng that dang tiéc, nhirng gi ho dat dwoc méi chi 1a cac chirng minh véi mot so liy thira
ddc biét.

Ngwoi nghién ciru thuat toan

Ngudi nghién ctru thuat toan la ngwdi dat ra cdc phwong phap tinh toan hay thuat toan. Nha
toan hoc danh tiéng nguwoi Thuy Si Leonhard Euler chinh 1a mdt nha nghién ctru thuit toan.
Nguwoi ta néi rang dng c6 kha ning tinh todn mot cach tw nhién nhuw nguoi ta thé vay.
Nhung Euler con hon cd mét mdy tinh biét di. Ong 13 nha khoa hoc Thuy Si c6 két qua
nghién cru phong phd nhit clia moi thoi dai va mot nha todn hoc viét nhiéu tuyén tip
nghién cttu dén ndi Chinh phu Thuy Si da 1ap mdt ngan sach riéng danh dé swu tap tt ca
cac tdc phadm cta dng. Nguwoi ta noéi rang 6ng c6 thé hoan thanh nhirng bai bao toan hoc chi
trong khoang thoi gian gitra hai lan goi dung bira toi cia dai gia dinh 6ng.

Leonhard Euler sinh ngay 15 thang 4 nam 1707 tai Basel. Ngay nam sau d6 (1708), gia dinh
ong chuyén dén lang Riechen, noi ma cha 6ng da tré thanh muc sw phai Calvin. Khi chang
Leonhard tré tudi di hoc, cha 6ng da khuyén khich 6ng theo dudi nghién ctru thin hoc dé roi
ong sé gianh Iy chirc muc suw cta lang. Nhwng Euler té ra c6 nhiéu hira hen vé todn hoc va
ong da dwoc Johannes Bernoulli - mét nha toan hoc Thuy Si néi tiéng thoi biy gior - kem



cdp. Daniel va Nicolaus Bernoulli - hai thanh vién tré tudi cia dai gia dinh toan hoc
Bernoulli - d3 tré thanh ban thin cia 6ng. Hai ngwdi ban nay da thuyét phuc cha me
Leonhard cho phép 6ng di theo nganh toan hoc vi chic rang dng sé tré thanh mot nha toan
hoc vi dai. Tuy nhién, ngoai toan hoc, Leonhald van ti€p tuc nghién ctru thin hoc va nhirng
cam xuc cling nhw cac tip tuc ton gido sé la moét phan trong cudc doi 6ng.

Thoi bdy gior & chau Au viéc nghién ctru toan hoc ciing nhw khoa hoc khéng dwoc tién hanh
cht yéu tai cac trweong dai hoc téng hop nhw bay gio. Cac treong dai hoc tong hop chi trong
viéc giang day nhiéu hon va khéng dé nhiéu thi gior cho cac hoat dong khac. O thé ky XVIII
cong viéc nghién ctru chu yéu dwoc thwce hién tai cac vién han 1am khoa hoc hoang gia. Tai
d6, nha vua chu cip cho cic nha khoa hoc diu dan trong viéc theo du6i tim toi hiéu biét.
Mot sé tri thirc da dwoc ng dung gitp vwong triéu ning cao dia vi cia dan toc. C6 nhirng
nghién cru nghiéng vé ly thuyét hon, tirc 13, cadc nghién ctru vi muc dich nang cao tri thirc
cua loai ngwoi. Hoang tdc tai tro rat hao phéng cho céng tac nghién ciru d6 va cac nha khoa
hoc lam viéc trong vién han 1dm dwoc hwéng mot cudc séng phong lwu.

Khi Euler két thic cac khéa nghién ciru todn hoc cling nhw than hoc va tiéng Do Thai tai
Trwong Pai hoc Téng hop Basel, 6ng da dé don xin mot chirc gido sw nhwng bi tir choi mac
du 6ng da dat dwoc nhiéu thanh twu 1én. Trong khi d6, Daniel va Nicolaus - hai nguwoi ban
ciia 6ng - da dwgc nhan lam nhirng nha nghién cttu todn hoc tai Vién Han 1am khoa hoc
hoang gia St. Petersburg ctia nuwéc Nga. Ho van gitr lién lac v6i Leonhard va hira bang moi
cach sé xin cho 6ng vao dé. Thé r6i mot hom, hai anh em nha Bernoulli gri thw khan cho
Euler thong b4o c6 mot chd tréng tai Phan vién Y hoc trong Vién Han 1dm khoa hoc hoang
gia St. Petersburg. Euler 1ap titc lao vao nghién cttu sinh ly hoc va y hoc tai Basel. Ong ching
thich thi gi y hoc, song 6ng khéng c6 cach ndo khac dé kiém viéc lam. Ong hy vong ring
bang cach ndy dng sé dén dwoc véi hai ngwdi ban clia minh - nhitng ngwoi c6 vi tri that
tuyét vori & nwée Nga: chang phai lam gi khac ngoai céng viéc nghién ctru.

Euler nhan thay todn hoc hién dién & bit cir Iinh vc ndo ma dng nghién ciru, k€ ca trong y
hoc. Viéc nghién ctru sinh 1y hoc vé tai da dan dat 6ng dén véi phan tich toan hoc ctia qua
trinh truyén soéng. Du sao di nita, chang bao lau sau, Euler di nhan dwoc 1oi moi dén St
Petersburg va o6ng da gap lai hai ngwoi ban cia minh vao nam 1727. Tuy nhién, khi hoang
hiu Catherine cta Peter dai dé€ qua doi, trong Vién Han 1dm d3 xdy ra xao tron vi ba
Catherine da tirng la nha tai tro 1én cho céng viéc nghién cru. Trong tinh trang 16n x6n Ay,
Leonhard Euler da bién mat khéi Phan vién Y hoc, va bang cach nao d6 6ng da c6 tén trong
danh sach ctia Phan vién Toan hoc, noi méi dich thuwc 1a chd phu hop véi dng. Sudt sdu ndm
tro, 6ng ludn cui mat dé€ tranh bi phat hién da déi chd, cling nhw tranh xa moi quan hé xa
hoi dé khoi 16 ra tro gian doi ciia minh. Ong miét mai 1am viéc sudt ca thoi gian d6 dé cho ra
doi nhirng cong trinh toan hoc xuit ching. Nam 1733 6ng tré thanh mét nha todn hoc c¢é vi



tri hang dau tai Vién Han 1am khoa hoc. RG rang Euler 1a mét ngudi cé thé lam viéc & bat ci
chd nao. Khi da c6 con, 6ng thwdng 1am toan trong khi mot tay dang am con.

Dbén khi Anna Ivanova, chiu gai dong toc Peter dai dé, tré thanh Nir hoang Nga thi mot thoi
ky kinh hoang da bat dau. Euler lai mot Ian ntra gidu minh dé 1am céng viéc nghién ctu sudt
mudi ndm trod. Trong thoi gian nay Euler tién hanh giadi quyét mot van dé hoc bua trong
thién van hoc dang dwoc treo giai thwdng tai Paris. Mot s6 nha toan hoc da xin nghi cong
viéc tai Vién Han 1am vai thang dé giai quyét van dé nay. Euler da giai quyét xong van dé do
trong ba ngay. Nhuwng sw tip trung nd lwc qua strc da phai tra gia bang viéc 6ng bi mi mat
phai.

Euler da chuyén dén Vién Han 1dm khoa hoc hoang gia Ptrc nhwng 6ng khéng hoa hop dwoc
véi ngudi Pirc. Ong khong thich nhitng cudc tranh luan triét hoc trién mién ctia ho. Ni
hoang Catherine cia nwéc Nga lai moi Euler quay vé Vién Han 14m khoa hoc hoang gia St.
Petersburg va 6ng da tré vé do trong tim trang vo cung phan khéi. Khi d6, nha triét hoc
Denis Diderot, mot nguwdi theo thuyét vo thin, dang viéng tham Nir hoang Catherine. Ni
hoang da yéu cau Euler tranh ludn v&i Diderot vé sy ton tai cia Chua. Khi dé nguoi ta cho
Diderot hay rang nha toan hoc néi tiéng da c6 cach chirtng minh su ton tai clia Chda. Euler
tién lai gan Diderot roi trang trong néi: "Thwa ngai, a + b/n = x, Chda da ton tai vi thé day -
do 1a cau tra 1oi!". Diderot, mot ngudi chang hiéu biét ty gi vé toan hoc, danh chiu thua roi
14p tirc tré vé Phap.

Trong thoi gian lwu lai & Nga 1an thit hai, Euler lai bi mu n6t con mat con lai Tuy vay, 6ng
van tiép tuc 1am toan véi sw giup d& cla cac con trai minh. Ching 1am cac cong viéc viét
lach cho 6ng. Bénh mu loa da 1am ting thém nang lwc tri ndo cia d6ng dé thuc hién cic phép
tinh phtrc tap ngay trong dau minh. Euler ti€p tuc lam toan thém mudi bay nim nita. Ong
mat nam 1783 trong khi dang choi duia véi chau trai cia minh. Rat nhiéu ky hiéu toan hoc
ma hién nay ching ta dang st dung la ctia Euler, trong dé c6 viéc str dung chir i lam ky hiéu
don vi s6 Ao, tirc la cdn bic hai cta - 1. Euler rat thich mot cong thirc todn hoc ma theo dng
1a dep nhat. Ong da khic céng thirc nay 1én trén cac céng ciia Vién han 1am khoa hoc. Cong
thirc dé la:

e +1 =0

Cong thirc nay chira s6 1 va s6 0 - nhitng s0 co s& trong hé dém cda chung ta; né gbm ba
phép todn: phép cong, phép nhan va phép liiy thira; né chira hai s vo ty dién hinh 1a sé pi
va sb e; vano chra i - co sé clia s6 do. Cong thirc nay nhin ciing rat la cudn hut.



Bay ciy cau cta thanh phd Konigsberg Euler c6 tri twéng twong toan
hoc qua la phi thwdong. Cong trinh tién phong vé cac sé do (ma ngay nay ta goi la giai tich
phttc) khong phai 1a sang kién duy nhat cia 6ng. Ong con di dau trong viéc nghién ctru mot
linh virc méi ma ngay nay da tré nén toi can thiét trong cdng viéc clda cic nha todn hoc,
cling nhw trong cic ¢ ging nham kham pha bi mat Pinh ly cudi cung cta Fermat. Linh vuc
dé6 1a topd hoc, mot ly thuyét truc gidc vé cac hinh thé khong gian khong thay doéi tinh chit
khi bi bién d6i b&i cic ham s6 lién tuc. Top6 hoc nghién ctiru cac hinh va cic dang cda ching.
D6 1a mon hinh hoc méi la va khé hiéu, dwoc ap dung cho cac khéng gian 4, 5 va nhiéu chiéu
ngoai pham vi ctia khéng gian thuc ba chiéu. Ta sé tré lai linh viec hdp dan nay mot Ian nira
khi dé cAp dén phwong phap hién dai ti€p can bai todn Fermat vi tdpd hoc twdng nhw chang
c6 lién quan gi v&i phwong trinh Fermat song lai ¢c6 tAm quan trong lén gitp ta hiéu bai
toan nay.

Tré lai qua trinh hinh thanh t6pd hoc, déng gbp ctia Euler cho linh vic nay la bai toan noi
tiéng vé bay chiéc ciu & thanh pho Konigsberg. D6 1a mét tro choi thach dé da lam nay sinh
toan bd sw say mé mon tdpd hoc. Vao thoi Euler, c6 bay chiéc cAu bac qua sdong Pregel thudc
thanh phé Konigsberg. Dwéi day 1a so d6 mé ta vi tri bay chiéc cdu dé (hinh 9).

Euler dat vin dé c6 cach nao dé c6 thé di qua ca bay chiéc cAu ma khong phai di qua bat ky
ciy cau nao hai IAn hay khong. Khéng thé thwc hién dwoc diéu d6! Mot bai todn khac 1a bai
toan td6 mau cac ban d6. Cac bai toan nay da dwgc nghién clru trong thoi ky hién dai va
ching da dwoc dat ra vi tinh hip dan cia bai todn bay cAy cau. Mot nguwoi vé ban do chuyén
nghiép vé mot tAm ban dd thé gi¢i. Trén tAm ban dd ndy, anh ta td mdi nwéc moét mau khac
nhau d€ phan biét nwéc nay véi cac nwde lang giéng cin ké. Bat ¢t hai nwédc ndo ma hoan
toan khéng cé bién gi¢i chung thi cé thé td cing mot mau. Van dé dat ra I1a cin t6i thiéu bao
nhiéu mau tit ca dé trén toan bo tAm ban do hai qudc gia sat canh nhau khong td cing mot



mau? Tat nhién, diy la mot bai toan tong quat, khong 1é thudc vao ban do thé gi¢i ngay nay
nhu thé ndo. Vin dé dat ra la: cho du cac nwéc trén ban do c6 phirc tap dén diu di niva thi
s6 mau toi thi€u can st dung la bao nhiéu? Cac dwong bién gidi gitra cac bang thuéc Nam
Tw cii hodc thudc ving Trung Pong dwoc cho trudce cung véi rat nhiéu dwong ranh gidi dic
biét gitra cac thuc thé chinh tri lam cho bai toan téng quat tré nén thich hop trong cac tng
dung.

Xét vé mat toan hoc thi day 1a bai toan top6. Thang 10 ndm 1852, Francis Guthrie trong khi
td ban d6 Anh quéc da tw hoi s6 mau tdi thiéu can dung dé to tit ca cdc quin l1a bao nhiéu.
Két qua s6 mau 6ng can 1a bén. Vao ndm 1879 nguoi ta da chirng minh rang s6 mau cin
dung dung 1a bén, nhung sau d6 phat hién ra rang chirng minh nay sai. Gin mot thé ky sau,
nam 1976, hai nha toan hoc Haken va Appel da giadi dwgc Bai toan ban d6 bén mau noi
tiéng. Tuy nhién, hién nay ngwdi ta cho rang cach giai quyét cia ho con phai ban luin vi
phép chirng minh di st dung kha ning cia mdy tinh nhiéu hon 1a st dung logic toan hoc ly
thuyét.

Gauss - thién tai vi dai ngwoi Pirc

C6 mot 16i trong phép chirng minh cia Euler véi n=3 (tirc 1a lily thira 3) da dwoc Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) dinh chinh. Trong khi hdu hét cic nha toan hoc noi tiéng thoi
dé6 1a ngwoi Phap, thi Gauss, nha toan hoc vi dai nhit thoi by gior - va con cé thé 1a cia moi
thoi dai, 1a mot ngwoi Dire chinh c6ng. Thuc té, 6ng chwa bao gio roi nwéc Dirc dé di tham
viéng mot nwéc nao. Gauss la chau trai cia mot ndéng dan rit nghéo va la con trai cia mét
nguoi lao dong & Brunswick. Ngwoi cha rat ac nghiét véi 6ng, nhwng nguwdi me da che cho
va dong vién con trai minh. Cau bé Carl cling nhan dwoc sy cham nom cda ngwoi bac
Friedrich - anh trai ctia me dng, ba Dorothea. Ngwoi bac giau hon bé me Carl va la nguoi cé
tiéng tam trong nganh dét. Mot Ian, khi méi ba tuoi, Carl quan sat bac minh cdng cac ban ké
tién nong trong quyén so tong hop. "Bac Friedrich", ciu bé thét 1én, "phép tinh nay sai roi".
Nguoi bac hét sirc strng s6t. Tir hom Ay tré di, ngwdi bac da lam moi diéu c6 thé giap dé cho
viéc hoc hanh va nudi dwdéng ciu bé thién tai. Mac du & truedng Gauss to ra co trién vong la
thwong, nhung do6i khi thai dd cta ciu van con can phai uén nin. Mot hém, trong khi cac
ban khac dwoc ra ngoai choi, thy gido phat ciu phai & lai trong 16p cho dén khi nao cong
hét cac s6 tir 1 dén 100. Hai phut sau, cidu bé Gauss mwoi tubi da chay ra ngoai né nghich
v&i cac ban cung 16p. Thay gido rit buc. "Carl Friedrich!", 6ng goi, "em mudn bi phat nang
hon phai khéng? Toi bdo em & trong 1&p dén khi ndo em cong xong cac sé tir 1 dén 100 co
ma!". - "Nhwng em cong xong ro6i", ciu néi, - "day 1a dap s6 a". Gauss dwa cho thay gido to



gidy da viét két qua dding trén d6: 5050. R6 rang Gauss da biét cach viét hai dong 101 con
sO:

01 2 3... 97 98 99100

100 99 98 97 ........ 3210

C4u nhan thiy 12 téng ctia moi cot bang 100, vay thi phép cong ching c6 gi 1a kho6 khan ca. Vi
c6 101 cOt nén tong tit ca cac sé 1a 101 x 100 = 10100. Con bay gi¢r bat ky dong nao trong
hai dong trén cling cé téng ma ciu cin, tic l1a téng cua tat ca cac so tir 1 dén 100. Song ciu
chi cin mot trong hai dong nén dap s6 chinh 1a mot nira cia 10100 hay 1a 5050. Quéa don
gidn, ciu nghi thé. Du sao, thiy gido cling dwoc mot bai hoc va khong bao gio lai 4n dinh
hinh phat ciu bé Gauss bang mot bai todn nira.

Nam muoi lam tudi, nho sy gitup dé ciia ngai cong twde xr Brunswick, Gauss vao treong dai
hoc & Brunswick. Sau d6 ngai cong twdc lai hd tre' nha todn hoc tré tudi theo hoc tiép &
treong dai hoc danh tiéng & Gottingen. Tai diy, ngay 30 thang 3 nam 1796 Gaus da viét
trang dau tién trong cudn nhit ky noi tiéng ciia 6ng. Cuén nhat ky nay chi c6 mwoi chin
trang, nhwng trong nhirng trang nay Gauss da ghi 146 ménh dé tom tat lai cac két qua toan
hoc quan trong va rat c6 y nghia ma 6ng tim ra. Sau nay ngudi ta phat hién ra rang hau hét
moi y twdng todn hoc quan trong ma bit ky nha toan hoc nao cong bo vao nhirng nam cuoi
thé ky XVIII va trong thé ky XIX déu da dwgc néu ra truwede do6 trong sé6 danh muc ménh dé &
cudn nhat ky chwa xuit ban ctia Gauss. Cudn nhat ky ndy nam kin mot chd cho dén tan nim
1898 nguoi ta méi tim thiy n6 trong gia san clia ngwdi chau trai cia Gauss ¢ Hamlin.

Cac két qua trong ly thuyét so ctia Gauss truéc didy da dwoc chia sé véi cac nha todn hoc
cung thoi d6 qua trao ddi thw tir thwdng xuyén va chiing c6 tim quan trong rat 1én ho tro
sw c0 gang clia cac nha toan hoc nham chirtng minh Pinh 1y cudi ciing cia Fermat. Rat nhiéu
két qua trong s d6 da dwoc dwa vao cudn sach vé ly thuyét s6 ma Gauss cong bd bang tiéng
Latinh ndm 1801 - khi 6ng 24 tudi. Cudén sach nay c6 tén 1a "Disquisitiones Arithmeticae" va
da dwoc dich sang tiéng Phap, xuit ban & Paris nam 1807 va rat dwoc chu y. Ngwoi ta danh
gid day la cubn sach ctia mot thién tai. Gauss da dé tidng cudn sach nay cho nguwoi bao tro
ciia minh - Ngai cong twdc xi Brunswick.



Gauss 12 mot hoc gia 16i lac ca vé ngdn ngitr ¢ dién. Khi vao trudmg dai hoc, 6ng da thong
thao tiéng Latinh va m&i quan tAm clia 6ng dén ngdn ngit hoc da dan dén sy khiing hoang
trong su nghiép ctia 6ng. Ong can theo dudi viéc nghién ctru ngdn ngit hay toan hoc day ?
Buéc quyét dinh da xay ra vao ngay 30 thang 3 ndm 1796. Tlr cu6n nhit ky ctia 6ng, ching
ta biét dwoc rang hdm dy 6ng da quyét dinh dirt khoat sé theo nganh toan. Ong da c6 dong
gop vao rat nhiéu nganh khac nhau trong toan hoc va thong ké hoc (mét linh vuec ma 6ng
dwoc xem la ngwoi da tim ra phwong phap binh phwong téi thiéu rat tai tinh, nho n6é nguoi
ta c6 thé tim ra mot phwong an thich hop véi mot tp dit liéu), nhung dng cho rang ly
thuyét s6 méi la c6t 16i cta toan bd cac nganh toan hoc.

Nhuwng tai sao thién tai todn hoc vi dai nhat thé gi¢i lai khdng bao gi¢r thir chirng minh Dinh
ly cudi cung cua Fermat? H.W.M. Olbers, ban cia Gauss, da viét cho 6ng mot birc thw tir
Bremen ngady 7 thidng 3 nam 1816, trong d6 6ng ndi vdi Gauss rang Vién Han 1Am khoa hoc
Paris treo mot gidi thwdng lén cho bit cr ai dwa ra chirng minh hodc phan chirng minh
Dinh 1y cudi cing clia Fermat. Nguwoi ban da goi y 1a Gauss chic sé c6 cach giai dé nhan
dwoc so tién nay. Thoi gian d6 cling nhw sudt qua trinh theo dudi sy nghiép todn hoc cla
minh, Gauss da nhan nguén trg cip tai chinh tir ngai cong twéc xr Brunswick. Piéu nay cho
phép 6ng lam todn ma khéng cin lam thém viéc gi nira. Nhwng con 1du 6ng méi giau dwoc.
Va, nhw Olbers nhan dinh, khong mot nha toan hoc nao c6 tai va nang lyc nhw 6ng. "Mot
diéu ma theo t6i dwong nhw ding, Gauss than mén, la anh sé quan tdm va ban ron nhiéu vé
van dé nay", - Olbers két luan.

Nhung Gauss da khong bi cdm do. C6 1& 6ng biét Dinh 1y cudi cing cia Fermat that dé 1am
nguoi ta ngd nhan 1am sao. Nha thién tai 16i lac vé 1y thuyét s6 nay c6 thé 1a nha toan hoc
duy nhét ca chau Au da nhan thitc rd rang dwoc rang viéc chitng minh dinh 1y dé thuc sw
kho khan nhw thé ndo. Hai tun sau, Gauss da viét thw cho Olbers n6i quan diém cua 6ng vé
Pinh ly cudi cung cia Fermat: "T6i vO cung cAm on anh da cho biét tin tirc vé gidi thwdng
clia Paris. Nhwng toi thd nhan rang Dinh 1y cudi cing cia Fermat 12 mot ménh dé biét 1ap
gay rat it hirng thu cho to6i béi vi toi ¢6 thé dwa ra vé van ménh dé nhw thé, nhirng ménh dé
ma ngudi ta khong thé chirng minh hodc bac bd". Trong khi d6, Gauss da c6 nhirng dong
g6p 1on lao cho Gidi tich phirc - mdt nganh toan hoc gin lién véi s6 4o ma Euler dé xwéng.
S0 4o c6 vai tro quyét dinh nhan thirc cia thé ky XX vé trweong hop Pinh 1y cudi cung cia
Fermat.

SO ao



Trwong s6 phirc 1a mot treong s6é dwa trén cac so thwe thong thwong va cai dwoc goi la cac
s6 o do Euler dwa ra. S6 4o xuat hién trong khi cac nha toan hoc tim cach dinh nghia "cai gi
day" giéng nhuw so, 1a nghiém s6 cia phwong trinh dang x 2 + 1 = 0. Phwong trinh don gian
nay khéng c6 nghiém sé thuec, vi khong c6 s6 thwe ndo ma binh phwong bang (- 1) (12 s6 ma
cong véi 1 sé cho két qua 1a 0). Nhung néu bang cich nao diy ching ta c6 thé dinh nghia
can bac hai ctia (- 1) 1a mdt sé thi s6 nay - khéng phai la mot s6 thuc - sé 1a nghiém cda
chwong trinh trén.

Do do, truc s6 da dwgc mé rong dé chira ca sd 4o nira. Moi s6 4o 1a mot bdi s cia cian bac
hai ctia (- 1), biéu thi bang chit i. S8 4o dwoc biéu thi trén mot truc s6 riéng, vudng goc voi
truc s6 thwc. Pong thoi, hai truc s6 nay cho ta mit phing phirc. Mit phing phirc dwoc minh
hoa & hinh 10. N6 ¢ rit nhiéu tinh chit dang ngac nhién, chang han ban ch4t phép quay la
boi sd cua i.
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Mit phang phitc 13 tredmg sd nhoé nhit chira cac nghiém cla tat ca cac phwong trinh bac hai.
Nguoi ta dd nhan thiy trwong sd phic rat cé loi, ngay ca doi véi cac rng dung trong ky
thut, co hoc chit 16ng va nhiéu linh viec khac. Nam 1811, di trwdc thoi dai hang chuc nam,
Gauss da tién hanh nghién citru dang diéu cia cic ham sé trén mit phang phirc. Ong da phat
hién mot so tinh chit rat ddng ngac nhién cia cac ham s6 nay, nhirng ham s6 dwoc goi la cac
ham giai tich. Gauss nhan thiy rang cac ham gidi tich c6 tinh tron dic biét, ching cho phép
thuc hién cac tinh toan dac biét chinh xac. Cac ham giai tich bao toan géc gitra cac duwong
thang va cac cung trén mat phang phitc - mot khia canh rat dwoc quan tim trong thé ky XX.
Mot s6 ham giai tich, dwoc goi la cac dang modula, cé vai tro quyét dinh trong cidc phwong
phap méi tiép cin bai toan Fermat.



Do dirc tinh khiém ton ctia minh, Gauss da khong xuit ban cac két qua nghién ctru quan
trong néu trén. Ong viét cac két qua nay trong mot birc thu glri cho ngwdi ban cda 6ng la
Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846). Nhiéu nim sau, khi ly thuyét nay xuit hién tré lai
nhwng khong gan véi tén cla Gauss, cic nha toan hoc khac da dwoc cong nhén 1a tac gia cla
chinh cong trinh nghién ctru vé cadc ham giai tich ma Gauss da nidm rit twong tan trudc do.

Sophie Germain

M6t hom, Gauss nhan dwgc mot birc thw cia "ngai Leblanc” nao dé. Leblanc rat khdm phuc
cudn "Disquisitiones Arithmeticae" cia Gauss va da gii cho Gauss vai két qua madi vé ly
thuyét s6. Qua viéc trao doi thw tir ti€p sau d6 vé mot s6 van dé toan hoc, Gauss cang quan
tdm hon t&i ngai Leblanc cling nhw cong trinh ctia 6ng ta. Moi quan tdm dé khong hé gidm
di khi ma Gauss phat hién ra rang Leblanc khong phai 1a tén that clia ngudi thudng xuyén
trao doi thu tir véi Ong va ngudi viét cac birc thw khong phai 1a mot "ngai". Nha toan hoc
viét cac birc thw thit hung bién 4y cho Gauss la Sophie Germain (1776-1831) - mot trong so
rat it phu nit hoat dong trong linh vic todn hoc thoi d6. Thuc té, khi phat hién ra sw gidu
giém nay, Gauss da viét cho ba ay:

"Biét dién td thé nao ddy véi ba vé long khdm phuc va sw ngac nhién ctia téi khi mwdong twong
ngai Leblanc - mét ngwdi ban quy mén thwong xuyén trao déi thw tir vdi toi - tw bién thanh
mot nhdn vdt rang ré, ngwoi thé hién mét tdm gwong sdng chéi lam tbi kho cé thé tin
duworc...".

(Pay la thw Gauss gtri cho Sophie Germain, viét & Brunswick vao ngay sinh nhét cia dng vi
cudi thw c6 dé dong: "Bronsvie ce 30 avril 1807 jour de ma naissance" - nghia la
"Brunswick, nhan ngay sinh nhat cta t6i 30 thang 4 nam 1807").

Sophie Germain da iy tén dan ong dé tranh dinh kién bai thi cdc nha khoa hoc nir dang
thinh hanh thoi biy gior va dé nhin dwoc sw cht y thwe sw cia Gauss. Ba 1a mot trong sé cac
nha to4n hoc dong vai trd quan trong nhit trong qua trinh c6 gang chirng minh Dinh ly cudi
cung cia Fermat va di m& dwong dang ké cho viéc tim 1o gidi bai toan nay. Dinh 1y Sophie
Germain, mot dinh ly da mang lai cho ba danh tiéng dang ké, phat biéu rang néu nghiém cta



phwong trinh Fermat véi n=5 ton tai, thi ca ba sé phai chia hét cho 5. Pinh Iy nay da tach
Dinh 1y cudi cung cta Fermat thanh hai trweong hop: Trwong hop 1 d6i véi cac sé6 khéng chia
hét cho 5 va trwong hop II d6i véi cac so chia hét cho 5. Dinh 1y nay da dwoc téng quat héa
v&i cac liy thira khac va Sophie Germain da dwa ra mét dinh ly tong quat cho phép chirng
minh Pinh 1y cudi cing clia Fermat trong truweong hop [ déi véi tit ca cac sé nguyén t6 n nho
hon 100. Pay 1a mot két qua quan trong lam gidm bét cac kha nang cé thé xay ra khi Pinh Iy
cudi cung cia Fermat c6 thé sai d6i v&i cac s6 nguyén té6 nhé hon 100 thi chi sai trong
trweong hop 11 [10] .

Sophie Germain da phai chAm dit viéc gia danh cia minh khi Gauss yéu cau nguwoi ban
"Leblanc” cia 6ng mot sw gidp dé. Nam 1807, Napoleon chiém déng nwéc Dirc. Ngwoi Phap
bat ngwoi Dirc phai boi thuwdng chién tranh va ho dinh doat téng sé tién moi ngwdi dan phai
dong dwa vao viéc ho cAm nhin thidy moi nguoi ¢ gia tri nhw thé ndo. Vi vai tro 1a nha
thién van hoc va gido sw néi tiéng tai Trwong Pai hoc Téng hop Gottingen, Gauss bi chi dinh
phai nop 2000 franc - con s6 vwot xa tai sdn ma ong c6. Mot s6 nha toan hoc Phap - nhitng
nguwdi ban clia Gauss vi dai, da tinh nguyén giip d& Gauss, nhwng ong tir chéi nhin tién cla
ho. Gauss muon ai d6 nhan danh 6ng can thiép v&i vi twéng Phap Pernety & Hanover.

Gng viét thr cho ban minh, ngai Leblanc, hdi xem Leblanc c6 thé nhan danh Gauss lién hé
voi vi twéng Phap dwoc khong. Khi dé Sophie Germain da dap rng dé nghi ciia Gauss rat vui
vé va viéc nay bdc 10 roé rang ba la ai. Gauss rat xic dong, nhw da thiy trong birc thw ctia 6ng
gdi Sophie Germain & trén va moi quan hé thw tir cia ho vé nhiéu dé tai toan hoc van tiép
tuc duy tri va phét trién hon nita. Pang tiéc, hai ngwdi chang bao gi gdp nhau. Sophie
Germain di mit & Paris vao ndm 1831 trwéc khi Trwong Pai hoc Téng hop Gottingen
phong ting ba hoc vi tién si danh dy do Gauss dé ctt.

Sophie Germain con c6 nhiéu thanh tyu khac dwoc cong nhan ngoai nhirng déng gop ctia ba
cho viéc chirng minh Dinh ly cu6i cing ciia Fermat. Ba con c6 dong gop tich cuc trong ly
thuyét todn hoc cia 4m hoc va dan hoéi cling nhw trong nhiéu linh vuc todn hoc rng dung va
ly thuyét khac. Trong ly thuyét s, ba cling dd chirng minh nhiéu dinh ly ma nho ching cac
s6 nguyén td c6 thé dan dén cac phwong trinh giai duorc.

Sao chaoi rwc séng nam 1811 Gauss d3 thwc hién nhiéu nghién ctru quan
trong vé thién vin hoc nham xac dinh quy dao cua cac hanh tinh. Ngay 22 thiang 8 nim
1811, 6ng la ngwoi dau tién quan sat dwoc mot ngdi sao chdi sang 1én trong bau trod dém.
Ong c6 kha ning du doan chinh xac quf dao hwéng vé Mit Troi ciia sao chdi. Khi sao choi



xudt hién ro va quét mot vang sang rwc ngang qua bau troi thi nhirng ngwdi mé tin va bi ap
bitc & chau Au di muwong twong dé 1a diem trdi bao ngay tan thé cia Napoleon dang dén.
Quan sat sao choi, Gauss thdy rd né thwc hién ding quy dao ma 6ng da dw doan trudéc, chinh
xac dén tirng con s6. Nhwng niém tin khong cé co s& khoa hoc cia quén ching cling ddng -
nam sau Napoleon di bi danh bai va rut quin khéi nwéc Nga. Gauss rat vui mirng khi nhin
thidy Napoleon thua tran, vi quan d6i Phap da bon rat cia 6ng va déng bao minh nhirng
khodan tién lén.

Mf:)t ngu'(‘)'i hoc tro Thang 10 nim 1826 nha toan hoc Na Uy 1a Niels Henrik Abel
dén tham Paris. O d6 6ng d3 cd tim gidp cac nha toan hoc khéc - khi dy Paris 1a thanh phd
trung tAm cda toan hoc. M6t trong s6 nhirng ngwdi giy an twgng nhiéu nhat déi véi Abel la
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), ngwdi Pho. Dirichlet cling dang viéng tham
Paris va da chu y dén chang trai tré Na Uy. Thoat dau Dirichlet nghi rang Abel 12 mo6t chang
trai Pho. Abel cé 4n twong rat manh vé viéc Dirichlet da chirng minh dwgc Pinh 1y cudi cing
ctia Fermat véi n=5. Ong da viét vé diéu nay trong birc thw giri mot ngwdi ban, trong do dé
cAp rang Adrien-Marie Legendre (1752-1833) ciing da thuc hién dwoc chitng minh dé. Abel
da miéu ta Legendre la mot nguoi hét stre lich sy va da gia. Legendre da chirng minh Dinh ly
cudi cung cua Fermat v&éi n = 5 hoan toan déc 1ap véi Dirichlet, nguoi cling chirng minh
dwoc diéu nay 2 ndm sau d6. That dang tiéc, chuyén thé nay thwong xuyén xay ra véi
Legendre - hiu nhw cac cong trinh cia 6ng da bi bd qua vi c6 céng trinh cla cac nha toan
hoc tré hon.

Dirichlet 1a ban va hoc tro ctia Gauss. Khi cuon sach vi dai ciia Gauss, cuén "Disquisitiones
Arithmeicae", dwgc xuit ban thi lap tirc da dwoc ban hét. Thim chi cac nha toan hoc cé cong
trinh lién quan dén nghién ciru cia Gauss ciing khéng c6 dwoc 1dy mot ban. Nhiéu nguoi co
cuon sach nay thi lai khéng hiéu dwoc chiéu siu cong trinh cta Gauss. Dirichlet c6 dwgc mot
cudn trong tay. Ong mang né bén minh trong nhiéu chuyén du ngoan dén Paris, Rome va
cac noi khac thudc chau Au. O moi noi Dirichlet dén, 6ng d3 ngt cung véi cudn sach dit
duwdi goi. Cubn sach cua Gauss da dwoc biét dén nhw 14 mot cudén sich mang bay con dau
niém phong: Chang trai c6 tai Dirichlet dwgc xem l1a ngwdi da boc dworc ca bay con diu niém
phong. Dirichlet da lam dwgc nhiéu hon bt c ai khac cong viéc giai thich va truyén ba
cudn sach cta nguwoi thay vi dai cia minh cho toan thé gidi.

Ngoai viéc giai thich va khuéch trwong cuén "Disquisitiones" cling nhw viéc chirng minh
Dinh ly cudi cung ctia Fermat vi lily thira 5, Dirichlet con thwce hién dwgc nhiéu cong trinh
toan hoc vi dai khac. Mot két qua dang chu y do Dirichlet tim ra cé lién quan dén cap so
cong sau: a,a+b,a+ 2b, a+ 3b, a+ 4b, v.v... trong dé a, b 1a cac s6 nguyén khong cé wéc s6é



chung khac 1 (tdc 13, ching la cic sé nhw 2, 3 hay 3, 5; ch khéng phai la cac s6 nhw 2, 4 - ¢6
wdc s6 chung 1a 2, hay nhu 6, 9 - c6 wéc s6 chung 1a 3). Dilichlet da chirng minh rang cip s6
cong do6 chira nhiéu v han sé nguyén to6. Diéu hét sirc ngac nhién trong phép chirng minh
cla Dirichlet 13 thé nay: 6ng da thuc hién phép chirng minh dé rat tai tinh bang cach st
dung mét linh vwc todn hoc ma thoi d6 twdng nhw rat xa roi ly thuyét s6, nhwng bai toan
nay dung la thudc vé linh vuic todn hoc méi d6. Trong chirng minh ctia minh, Dirichlet da st
dung phwong phép giai tich, mét linh vwe toan hoc quan trong vé cac phép todn cao cap.
Giai tich dwoc 4p dung trong cac trueong hop cé tinh chit lién tuc: cdc ham sé xac dinh trén
cac tAp hop s6 lién tuc thudc dwong thang sé - diéu ndy dwong nhw khac xa thé gidi roi rac
clia cac sO nguyén va cac s6 nguyén té - dia hat cua ly thuyét sé.

C6 thé chinh chiéc cdu noi cac nganh todn hoc twdng nhw khac nhau sé tao ra mot triét hoc
hién dai dé€ giai quyét hién twong Fermat huyén bi trong thoi dai cia chung ta. Dirichlet 1a
mot ngudi dan dwdng tdo bao trong viéc hop nhit cac nganh toan hoc khac nhau. Ve sau,
ngudi hoc tro nay da ké thira vi tri cia thiy minh. Khi Gauss qua d&i nam 1855, Dirichlet da
roi bo cong viéc thanh thé cia minh & Berlin dé nhin dia vi cao quy thay thé Gauss &
Gottingen.

Nhirng nha toan hoc cia Napoleon

Vi Hoang dé ctia nwée Phap rat quy cac nha todn hoc méc du chinh 6ng khong phai la nguoi
lam toan. Hai ngwoi ddc biét gan gii véi 6ng 1a Gaspard Monge (1746-1818) va Joseph
Fourier (1768-1830). Nam 1798 Napoleon da dem hai nha todn hoc nay cung di v&i minh
dén Ai Cap dé gitip 6ng "khai hda vin minh" cho dat nwéc gia cdi doé.

Fourier sinh ra & Auxene, Phap vao ngay 21 thang 3 nam 1768, nhwng khi 1én tdm tudi 6ng
da mo coi cha me va ngai gidm muc dia phwong da gidp ong vao dwoc tredng hoc quan doi.
Ngay khi mé&i mwdi hai tudi Fourier da boc 16 nhiéu hiva hen, da viét nhirng bai thuyét gido
cho céc vi chitc sdc nha tho & Paris va sau dé nhirng bai viét rat dwoc hAm mo. Cach mang
Phap nam 1789 da ctru chang trai tré Fourier thoat khéi cudc sé6ng cia mot thay tu. Thay vi
la mét thay tu, 6ng da tré thanh mét gido sw todn hoc va mot ngwdi nhiét tinh dng ho cach
mang. Khi cudc cdch mang budc phai lti budc trwede sirc manh khing bd, Fourier cling bi
tin cong béi sw tan bao cia né. Ong st dung tai huing bién ctia minh di tirng dwoc rén luyén
trong nhitng nadm viét cac ban thuyét gido cho nha thd dé dién thuyét chéng lai cdc hanh
dong bao lwc lan tran khip noi. Fourier ciing di stt dung ki niang dién thuyét truéc dam
déng cua minh vao viéc day toan trong cac trwong dai hoc hang dau & Paris.



Fourier cling quan tim dén Ky thut, toan hoc &ng dung va vat ly. Tai Trwong Pai hoc Bach
khoa, 6ng da thwc hién nhirng nghién cru quan trong trong cac linh vwc nay. Nhiéu bai bao
ctia 6ng dwgc trinh bay tai Vién Han 1am khoa hoc. Danh tiéng ctia 6ng da lam cho Napoleon
chtl y dén va ndm 1798 Hoang dé yéu ciu Fourier di theo minh trén tau dé doc cung véi
Ham d6i Phap gbm ndm tram chiéc tau tién dén Ai Cip. Fourier truc thuéc Quin doan Vian
héa. Nhiém vu cia Quan doan nay la phai "truyén ba cho dan ching Ai Cép tat ca loi ich cla
nén vin minh chau Au". Ngwoi ta dd ¢6 mang nén vian minh dén cho nhitng ngudi dan dang
bi mot ham d6i dén xam lwoc dat nwéc ho. O Ai Cap, hai nha toan hoc (Gaspard Monge va
Joseph Fourier) da thanh lI4p Vién Ai Cip. Fourier da & lai d6 dén nim 1802 roi tré vé Phap
lJam quan trwdng moét ving gan Grenoble. O diy 6ng d3 dam trach nhiéu cong viéc xa hoi
quan trong nhw gidi quyét viéc tiéu nwéc cac ving dim lay va thanh todn bénh s6t rét. Cing
v&i tat cd cac cong viéc dd, Fourier, "mot nha todn hoc chuyén sang lam nha quan ly hanh
chinh", @ khéo thu xép dé c6 thoi gian thuwe hién y twdng toan hoc c6 gia tri nhat ctia minh.
Kiét tac ctia Fourier 1a Ly thuyét todn hoc vé nhiét hoc nham tra 1&i cAu héi quan trong: Qua
trinh dan nhiét dién ra nhw thé nao? V&i cong trinh ndy, nim 1812 6ng da gianh dwoc giai
thwdng dac biét cia Vién Han 1dm khoa hoc. M6t phan cong trinh ctia 6ng dwa trén cac thi
nghiém ma 6ng da thwc hién trén cac viing sa mac cta Ai Cap trong nhirng nam 6ng & dé.
Vai ngwoi ban clia 6ng cho rang cac thi nghiém nay, ké ca viéc chinh dng phai chiu hoi néng
tao ra trong cac phong kin, da Iam 6ng mit sém & tudi 62.

Fourier danh nhirng ndm cudi doi dé viét truyén ké vé Napoleon va moi quan hé gan giii
gitra Napoleon v&i 6ng ca khi & Ai Cap cling nhw sau khi Napoleon tron thoat khai Elba. Tuy
nhién céng trinh nghién cu nhiét cia Fourier m&i chinh la yéu t6 lam cho 6ng tré thanh
bat hi vi 6ng da phat trién mét 1y thuyét quan trong - Ly thuyét cAc ham sé tudn hoan. Mot
chudi cdc ham tuAn hoan nhw thé, khi dwoc st dung mot cach dic biét dé danh gia ham s6
khéc, dwoc goi 1a chudi Fourier.

Ham so6 tuin hoan

Vi du r6 rang nhat vé ham s6 tuin hoan la chiéc déng ho cua ban. Chiéc kim dai di chuyén
tirng phut mét xung quanh hinh tron va sau sdu mwoi phiat né tré vé diang vi tri ban dau.
Sau do6 no tiép tuc di chuyén va dung sdu mwoi phut sau né lai quay vé chinh diém xuit
phat. (T4t nhién, chiéc kim ngin ciing sé thay ddi vi tri theo gi¢). Chuyén dong cua chiéc
kim phut trén dong ho 1a vi du vé mot ham tudn hoan. Chu ky clia né ding bang sdu muoi
phut. Xét theo mot nghia khac, khong gian biéu thi tat ca cac phut - mot tip hop nhiéu vo



han phut ké tir bay gio tré di cho dén mai mai sau nay - c6 thé "dwoc quan lai" béi chiéc kim
dai cta dong ho theo vién mép ngoai cia mat déong hoé (hinh 11):

Vi du khac: khi mot ddu may tau héa dang lao nhanh trén dwong ray, canh tay don truyén
nang lwong tir ddu may téi banh xe chuyén dong 1én xudng theo chuyén dong quay cda
banh xe. Sau bt cir m6t vong quay nao ctiia banh xe, canh tay don lai tré vé vi tri xuat phat
cda né - chuyén déng cda canh tay don nay ciing la vi du vé mot ham tudn hoan. Do cao
thiang dirng cta canh tay don, khi ban kinh ctia banh xe tau hoa 1a mot don vi, dwoc xac dinh
nh¢o ham sé sin. 6 la mot ham s6 lwgng gidc co ban dwoc day trong treong phd thong.
Ham sé cosin gidp xac dinh d6 do cta canh tay don theo chiéu ngang. Sin va cosin déu la
ham s6 cda goc tao bdi canh tay don va dwong thing nam ngang di qua tAm clia banh xe.
biéu nay dwgc minh hoa & hinh 12.
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Hinh 12

Khi tau hoa tién vé phia truéc, dd cao thang dirng cla canh tay don di chuyén theo mé hinh
song nhu hinh 12. M6 hinh s6ng nay la tudn hoan. Chu ky ctia n6 l1a 360 d6. Pau tién do cao
clia canh tay don bang 0, sau d6 né ting dan I1én theo hinh séng cho dén khi bang 1, thé roi
né lai gidm dan xudng cho dén khi bang 0, rdi tiép tuc gidm xudng cac gia tri Am cho dén khi
bang (-1), thé roi lai ti€p tuc ting cho dén gia tri 0. Va sau d6 cac chu ky bat dau lap lai mai.



Fourier da phat hién ra mot diéu la hau hét cac ham sé c6 thé dwoc danh gia véi bat ky do
chinh xac nao nho téng ctia nhiéu (theo ly thuyét 1a nhiéu v6 han dé dat dwoc do chinh xac
gan hoan hao) ham s6 sin va cosin. Pay 1a mot két qua ndi tiéng vé cac chudi Fourier. Viéc
khai trién mot ham s6 nao dé thanh téng ctia nhiéu ham sé sin va cosin c6 loi ich trong
nhiéu &ng dung toan hoc khi biéu thirc todn hoc thuc té ta quan tdm la khé nghién ctu
nhwng tdng cta cadc ham sin va cosin, khi tat ca cing nhan 1én bédi cac thira s6 khac nhau, c6
thé dé dang thao tac va wéc lwong dwoc - va diéu nay dic biét dé dang 4p dung trén may
tinh. Gidi tich s6 la mot linh virc todn hoc dwoc biét dén vi c6 moi lién quan véi cac phwong
phép tinh dé wéc lwgng cac ham s va cac dai lwong khac. Giai tich Fourier 1a mét phan
quan trong cua gidi tich s6 va n6 cung cap cac ky thuat quan trong dé nghién ctru cac bai
todn kh6 ma nhiéu trong s6 dé khéng cé nghiém dwédi dang dong (tirc 13, nghiém cho bédi
mot biéu thirc todn hoc don gidn) nhé chudi Fourier cta cdc ham tuin hoan. Tiép theo cong
trinh tién phong cta Fourier, cac khai trién st dung cac ham sé don gian khac - chu yéu la
cac da thirc (tlic 1a ting cac liy thira cia bién sd: binh phwong, 14p phwong, v.v..) - ciing
duoc phat trién. Khi may tinh ctia ban tinh cin bic hai ciia mét s6, né sé thwc hién mot phép
x4p xi dwa trén mot phwong phap nhw thé. Chudi Founer cidc ham sin va cosin d3c biét cé
loi trong viéc danh gia cac hién twong l1a tdng cia cac yéu té tudn hoan mot cach rat tw
nhién, nhu 4m nhac chang han. Mot ban nhac c6 thé dwoc phan tich thanh ciac hoa am cda
né. Nudc triéu dang, tuin trang, vi tri cia Mat Troi 1a cac vi du don gidn vé cac hién twong
tuan hoan.

Nhw da ndi & trén, chudi Fourier cia cAc ham tudn hoan da c6 nhitng (rng dung rit quan
trong trong viéc mo ta cac hién twong tw nhién va cadc phwong phap tinh todn. Mat khac,
mot thuc té€ bat ngd rat ly thu cho thiy cac chudi Fourier con cé nhitng &ng dung bé ich
trong toan hoc ly thuyét, mot linh virc ma chwa bao gi¢ 1a méi quan tdm chinh cta Fourier.
Vao thé ky XX, cac chudi Fourier da phat huy tac dung trong ly thuyét s6 nhw 1a cong cu dé
bién doi cic yéu t6 toan hoc tlr linh virc nay sang linh vwc khac trong cong trinh cia Goro
Shimura (chirng minh gia thuyét Shimura la diém then chét dé chitrng minh Dinh 1y cudi
cung ctia Fermat). Viéc mé rong cadc ham tuin hoan Fourier sang mat phang phirc, ngoai tac
dung lién két hai linh vuwc toan hoc do lai v&i nhau, con lam nay sinh cac khai niém méi vé
cac ham ty dang ciu va cac dang modula. Phat hién nay ciing c6 4nh hwéng quan trong doi
v&i Dinh 1y cudi cung cua Fermat théng qua cong trinh nghién ciu trong nhirng nam dau
thé ky XX ctia nha toan hoc Phap Henri Poincaré.

Chirng minh cia Lamé



Tai cudc hop cua Vién Han 14m khoa hoc Paris dién ra ngay 1 thang 3 ndm 1847, nha toan
hoc Gabriel Lamé (1795-1870) rit hao hing thong bao riang, 6ng da hoan thanh chirng
minh téng quat Pinh Iy cudi cung cia Fermat. Truwdc d6 méi chi cé cac liy thira n dic biét
duoc xem xét va Pinh ly dwoc chitng minh trong cac trueong hop n = 3, 4, 5, 7. Lamé néi
rang 6ng c6 phwong phap téng quat dé ti€p cin bai todn va phwong phap nay sé& ap dung
d6i véi bat ky 1ty thira n nao. Phwong phap ctia Lamé dwa vao viéc phén tich vé trai phwong
trinh Fermat, x» + yn, thanh cac nhan tr tuyén tinh nho cac s6 phirc. Sau dé6 Lamé khiém t6n
phat biéu rang vinh dw nay khong chi thudc vé éng, vi Joseph Liouville (1809-1882) da gi¢i
thiéu v&i 6ng phwong phap dé. Nhung Liouville 1dnh & diy ghé phia sau Lamé va phét 1o
bit c sw ca ngoi nao. "Lamé khong hoan tit dwoc chitng minh Pinh 1y cudi cung cta
Fermat", Liouville nhe nhang néi, "béi vi phép phan tich thanh thira s6 ma Lamé dwa ra
khong phai 1a duy nhit (téc 1a c6 nhiéu cach thuc hién phép phén tich thanh thira s6, vi vy
bai to4n chwa c6 101 giai)". Pay 1a mot trong nhiéu c6 ging 1én lao ma khéng dem lai thanh
qud. Tuy nhién, y twédng phan tich thanh thira s6, tirc 1a phén tich phwong trinh thanh tich
cac nhan t, con can phai dwoc nghién cru thém.

Nhirng con so ly twéng

Nguoi da tiép tuc phép phan tich thanh thira s6 1a Ernst Eduard Kummer (1810-1893) . Ong
da tiép can loi gidi tong quat cia bai toan Fermat gan hon bat cir ai khac trong thoi dai cda
minh. Thuc té 1 trong khi ¢ gang chirng minh Dinh 1y cudi cing ciia Fermat, Kummer da
phat minh ra moét ly thuyét toan hoc méi tron ven, ly thuyét vé cac "so ly twdng".

Me cia Kummer, mét nguoi tré thanh qua phu khi con trai minh méi ba tudi, da lam viéc
rat vat va dé dam bao cho con trai dwoc hoc hanh chu ddo. NAm muwoi tam tudi, Kummer
vao Trwong Dai hoc Halle (Ptc) dé nghién ctru thdn hoc va chuin bi cho minh mot cudc
séng trong nha tho. Mot gido sw toan hoc uyén bac c¢6 tAm huyét véi dai s6 va ly thuyét so
da lam cho chang trai Kummer phai say mé cac linh vic ndy va anh da nhanh chéng bo than
hoc dé chuyén sang todn hoc. Khi la sinh vién nam th ba, chang trai Kummer da giai quyét
dwoc mot van dé toan hoc hoc blda va dwoc nhin giai thwdng. Tiép theo thanh cé6ng nay, anh
dwoc nhin hoc vi tién si todn hoc & tudi hai mwoi mot.

Nhung Kummer khong thé tim duwoc mdt chd 1am trong truwedng dai hoc, vi vy anh da phai
gidng day tai trwong trung hoc cii cia minh. Anh lam thay gido pho thong sudt mwdi nam.
Trong thoi ky nay, Kummer di tién hanh rat nhiéu nghién ctru va cac két qua nghién ctiru
dwoc anh xuit ban cling nhw viét trong cic birc thw giri mot sé nha toan hoc hang dau thoi



dé. Ban bé anh cdm thiy thit bu6n vi mdt nha toan hoc c6 tai nhw thé lai chi danh cudc doi
minh cho viéc giang day toan pho thong. Véi sw gitup d& ciia mét sé nha toan hoc noi tiéng,
Kummer da nhan dwoc chirc gido sw tai Trwong Pai hoc Breslau. Mot ndm sau, ndm 1855,
Gauss qua doi. Dirichlet thay thé vi tri cia Gauss & Gottingen va thoi cong viéc cii ctia dng
tai Trwong Pai hoc Téng hop Berlin danh tiéng. Kummer da dwoc chon thay thé Dirichlet &
Berlin. Ong gitt vi tri d6 cho dé&n khi 6ng nghi huru.

Kummer nghién ctru nhiéu vin dé toan hoc khac nhau, trai khip tir nhitng linh vuc rat triru
twong dén rat thuc tién - thim chi ca cac tng dung todn hoc trong chién tranh. Nhwng 6ng
da ndi tiéng bdi cong trinh 16n ciia minh vé Pinh 1y cudi cung cia Fermat. Nha todn hoc
Phap Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nhiéu lan nghi rang minh da tim dwoc loi gidi
tong quat phwong trinh Fermat. Nhwng Cauchy, mdt ngwoi lam viéc khéng c6 nghi ngoi
song doi khi thi€u cin tic, sau moi ¢d gang clia minh da nhan ra rang bai todn qua kho so
vOi twdng twong cua ong. Cac treong sé6 ma 6ng st dung ludn thiéu tinh chat éng can.
Cauchy da dep bai todn sang mot bén va chuyén sang lam viéc khac.

Kummer tré nén bi 4m &nh vi DPinh 1y cudi cing cia Fermat, nhwng cac c8 gang khong thanh
clia 6ng nham chirng minh dinh ly nay khién 6ng thit vong vi 6ng ciing lai di theo con
dudng vo vong giéng nhuw Cauchy. Khi nhan ra rang cac treong sé lién quan thiéu mot vai
tinh chat, thay cho viéc ttr bd hy vong, 6ng dd phat minh ra cadc s6 méi cé nhirng tinh chat
ma 6ng can. Ong goi cac s nay 1a cac "s6 ly twdng". Vay 1a Kummer da phat minh ra mot 1y
thuyé&t hoan toan méi tir nhitng c6 ging ctia minh nham chirng minh Dinh 1y cudi cung cta
Fermat. Lic d6, Kummer nghi rang 6ng da tim dwoc chitng minh téng quat. Nhung, that
dang tiéc, chitng minh d6 van thiéu cai cin thiét phai cé.

Tuy nhién, Kummer da dat dwgc nhitng thanh cong to 16n trong qua trinh di tim 1&i giadi bai
toan Fermat. Cong trinh nghién ctru "sé ly twdng" ctia 6ng da cho phép 6ng chirng minh
Pinh ly cudi cung ctia Fermat do6i véi mot 1ép rat rong cac liy thira n la sé6 nguyén t6. Nhw
thé, 6ng da cé thé chirng minh Dinh ly cudi cung cia Fermat la ding déi véi mot s6 vo han
cac liiy thtra n, tirc 1a nhitng so chia hét cho cac s6 nguyén t6 "thong thwong". Cac s6 nguyén
td "dac biét" da né tranh 6ng. Chi c¢6 37, 59, 67 1a cac s6 nguyén té dic biét ma nhé hon 100.
Sau d6, Kummer da nghién ctru riéng vé van dé cic s6 nguyén t6 dac biét nay va cubi cung
ong da co6 thé chirng minh Dinh 1y cudi cing ctia Fermat doi védi cac s6 nay. Vao thap nién 50
cda thé ky thir XIX, nh¢ nhirng dot pha dac biét cia Kummer, Pinh ly cu6i cing cia Fermat
da dwgc chirng minh la dung d6i véi tat ca cac liy thira n nho hon 100, cling nhw doi véi
nhiéu v6 han c4c bdi s clia cac s6 nguyén td trong pham vi ndy. Diéu ndy qua 1a mot thing
loi thwe sw, du rang diy khong phai 14 mot chirng minh téng quat va né van con bd sét
nhiéu v6 han s6 ma déi véi chiing nguoi ta chwa biét dinh 1y c6 ding hay khong.



Nam 1816, Vién Han 1am khoa hoc Phap treo giai thuwdng cho bat c& ai chitrng minh dwoc
Dinh 1y cubi cung cia Fermat. Nam 1850, Vién Han 1am nay lai tuyén bé sé tang huy chwong
vang va 3000 franc cho nha todn hoc nao chirng minh dwoc Pinh ly cudi cung cia Fermat.
Song dén nam 1856, Vién Han 1dm khoa hoc Phap da tuyén bo riat lai quyét dinh nay vi
nguoi ta nhin thay 1a dwong nhw khéng thé nao chirng minh dwoc Pinh ly cudi cung cla
Fermat. Thay vao d6, Vién Han l1Am da quyét dinh trao mét giai thwédng khac cho Ernst
Eduard Kummer "vi cac nghién ctru tuyét voi ctia 6ng vé s6 phirc bao gbm cac can ciia don
vi va cac s6 nguyén". Vay la, Kummer da dwoc trao ting mét giai thwéng ma 6ng khéng hé
ra ng ct.

Kummer van tiép tuc cic ¢ gang khong mét moéi cla dng vi Dinh 1y cudi cing ctia Fermat.
Pén ndm 1874 6ng méi ngirng viéc nghién cliu cia minh. Kummer ciing da thwc hién cong
trinh nghién cru dau tién vé hinh hoc khéng gian bon chiéu. Mot s6 két qua cia 6ng co ich
trong linh viwc vat Iy hién dai c6 tén goi la co hoc lwong tir. Kummer mat nam 1893 vi bénh
cum khi 6ng & tudi ngoai tim muoi.

Cac nha toan hoc danh gia cao thanh céng ciia Kummer vé cac "s6 ly twéng", thdm chi con
cao hon ca cac tién bo ma 6ng da dat dwoc trong viéc giai bai todn Fermat nh¢ cac s6 nay.
Thuec té 1a 1y thuyét dang chu y nay da nay sinh tir cic ¢ gang tim 101 giai cho Dinh 1y cudi
cung ctia Fermat va né chi ra rang cac ly thuyét méi c6 thé dwoc phét trién nhu thé nao nho
cac c6 gang nham gidi quyét cac bai toan riéng 1. Trong thuc té, Iy thuyét cac "sé ly twdng"
clia Kummer di dan dén cai ma ngay nay dwoc biét dén 1a cac idéan. Chinh cac idéan nay da
c6 anh hwdng téi cong trinh nghién ciru Pinh ly cudi cing cia Fermat cia Wiles va cic nha
toan hoc khac trong thé ky XX.

Mot gidi thwong khac Niam 1908, Ngui Biec treo giai thuéng Wolfskehl tri gia
100000 méac cho nguoi nao tim dwoc chirng minh tdéng quat cho Dinh Iy cudi cung cua
Fermat. Ngay trong nim diu treo giai, 621 "loi gidi" da dwoc dé trinh song tat ca cac "loi
gidi" déu sai. Nhirng nam tiép theo, hang ngan "l&i gidi" nita da dwoc giri dén nhuwng két qua
cling nhw thé. Trong thap nién 1920, sw lam phat qua d6é cia Pirc di lam gidm gia tri cda
100000 mac xudng gan nhu chang con gia tri gi niva. Nhwng cac chirng minh sai cho Dinh ly
cudi cung ctia Fermat van tiép tuc dé ve.



Hinh hoc phi Euclid Nhiing phat trién méi da bt diu xay ra trong toan hoc &
thé ky XIX. Janos Bolyai (1802-1860) va Nicolas Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856), mdt
ngudi Hunggary va mot ngudi Nga, da 1am thay d6i bd mat mon hinh hoc. Bang viéc bé di
tién dé Euclid: hai dwong thang song song khong bao gir gip nhau, hai nha toan hoc nay da
c6 thé doc 1ap xdy dwng mot thé gidi hinh hoc van giir lai rat nhiéu tinh chat cta Euclid, chi
c6 diéu khac 1a da thira nhan hai dwong thidng song song sé gip nhau tai mot diém & vo
cung. Quan niém hinh hoc mé&i nay c6 thé quan sat dwoec, vi du, trén mét mat ciu nhw Trai
DAt chang han. Xét vé cuc bd thi hai dwong kinh tuyén song song véi nhau. Nhwng trén thue
té, khi kéo dai chung dén cwc bic thi hai kinh tuyén nay gip nhau & d6 (hinh 13). M6n hinh
hoc méi nay gidi quyét nhiéu van dé va da giai thich dwoc cac hién twgng ma trwdc dé c6 vé
nhuw la than bi va khong c6 1o giai dap.



Hinh 13

Thanh cong va bi kich

bai s6 triru twong, mot linh vwee dwoce hinh thanh tir mén dai s6 quen thudc dwoc day trong
trueong pho théng dé gidi phwong trinh, da dwoc phat trién trong thé ky XIX. Trong linh vuc
nay, mét ly thuyét dep noi bat 1a 1y thuyét Galois.

Evariste Galois ra doi ndm 1811 tai mot lang nhé bé viing Bourg-la-Reine, ngoai 6 Paris.
Cha 6ng la mot thi trwéng va mot dang vién trung thanh ctia Pang Cong hoa. Cau bé
Evariste lén 1én trong bau khong khi ctia cac Iy twéng dan chi va tw do. Pang tiéc 1a thoi ky
d6 hau nhu cd nwéc Phap dang hwéng vé phia déi lap. Cudc cach mang Phap da nd ra nhung
roi lai nhanh chdng tit lim va Napoleon ciing vdy. Nhung gidc mo tw do, binh dang va bac ai
van chwa dat dwgc. Phai bdo hoang da vui mirng véi s tré lai ciia ché dd cii & nwéc Phép,
cung véi mot ga Bourbon lai 1én 1am vua nuwéc Phép - gior ddy cing ndm quyén hanh véi cac
dai biéu nhan dan.

Evariste dd ddm minh trong nhitng Iy twédng cao dep clia cudc cach mang. Ong 1a mét nha tw
twdng tién bd va da c6 mot s6 bai phat biéu cdm dong véi nhitng nguwoi ing ho ché dé Cong
hoa. Mat khac, véi tw cach mot nha toan hoc, 6ng la nha thién tai c6 mot khong hai. Thoi
nién thiéu Galois da ti€p thu dwoc toan bo ly thuyét dai s6 va cac phwong trinh ma cac nha
todn hoc c6 tai nang hoan hao thoi dé biét dén. Khi con 1a mdt hoc sinh phé thong, 6ng da
hoan thanh mot cong trinh nghién ctru xuit sdc ma ngay nay dwoc biét dén vai tén goi Ly
thuyét Galois. That dang tiéc, ong da khong dwoc hwdng bat ky sw cong nhian nao trong cudc
ddi ngan ngai day bi kich ctia minh. Trong trweong hoc noi tru, Galois da thirc nhieu dém dé
viét ra ly thuyét ctia minh trong khi nhitng ngudi khac ngi. Ong giri né cho ngudi dirng dau
Vién Han 1Am khoa hoc Phap, nha toan hoc Cauchy, véi hy vong rang Cauchy sé gitip d& 6ng
cong bé ly thuyét ndy. Nhwng Cauchy khong chi rat bAn ma 6ng con kiéu ngao va cau tha. Do
vay ban thdo kiét xuat cia Galois da bi chdm hét trong thuing rac ma chwa dwoc ai doc.

Galois thit IAn nita song két qua ciing van thé. Trong khi 4y, 6ng da khong qua dwoc ky thi
tuyén vao Trwong Dai hoc Bach khoa, noi dao tao hiu hét cac nha toan hoc lirng danh cta



nwéc Phap. Galois c6 thoi quen thwdng xuyén suy nghi giai quyét ngay cac vin dé trong dau
minh. Ong khéng bao gior ghi chép hay viét ra diéu gi trwéc khi c6 két qua cu thé. Phwong
phap nay chti y dén cac y twéng hon 1a chi tiét. Chang thanh nién Evariste c6 rat it tinh nhin
nai hay sw quan tdm do6i véi cac chi tiét. Chi cé tw twdng 16n, nét dep cia mét 1y thuyét rong
lé6n mai la diéu lam 6ng say mé. Vi vay, Galois khong phat huy dwoc diém manh cia minh
khi 1am bai thi trén bang. Day chinh 1 nguyén nhan khién cho hai lan c6 ging thi vao ngoi
tredrng ma 6ng mo wéc déu hong. Hai lan dirng truedrc bang den 6ng da khong thwe hién tét
viéc viét ra cac chi tiét 1oi gidi, va 6ng da cau kinh khi bi hoi cac chi tiét ma 6ng cho 1a chang
c6 gi quan trong. Mot con nguwoi tré tudi thong minh la thwong ma phai tra 1oi cac ciu hoi
cta cac vi gidm khao c6 kha niang kém hon anh ta, nhitng ngwdoi khong thé hiéu noi cac tw
twdng sau sic cla anh ta va cho viéc anh ta mién cuwdng dwa ra cac chi tiét thong thudng 1a
d6t nat thi qua 1a mot bi kich. Khi nhan th4y rang 1an ¢ ging thit hai va cling 1a IAn duoc
phép cudi cung nay sé that bai, va rang cdng Trudng Pai hoc Bach khoa s& déng lai véi 6ng
mai mai, Galois d3 ném chiéc gié lau bang vao mat vi giam khao hoi thi 6ng.

Galois danh phai chip nhan lwa chon ngéi trweong tét thir hai - Trweong Pai hoc Sw pham.
Nhung ngay ca & day ong ciing khong dwoc 6n cho 1am. Ngudi cha clia Galois, thi truéng
Bourg-la-Reine, 1a muc tiéu ma gi¢i tang 1 trong thanh ph6 ngdm chdng do6i. Mot thay tu
bat lwong da Iwu hanh cac bai tho khiéu dam Ky tén ngai thi trwdng. Nhitng thang ngay bi
qudy ray 4y da lam cho nguwoi cha cia Galois mat long tin va éng tré nén tin rang thé gidi c6
tinh ddy 6ng vao chan twong. Mat din mdéi lién hé véi thue té, 6ng da dén Paris. Tai day,
trong mét can phong nhé khong xa noi con trai minh dang hoc tap, ngwoi cha da tw tu.
Chang thanh nién Galois khong bao gi¢ tré lai binh thwong dwoc sau tham kich nay. Bi am
anh vi nguyén nhan that bai cda cudc cach mang 1830, va thit vong véi ong hiéu truwdng -
nguoi ma Galois cho 1a mot ké ung hd phai bao hoang va cac tu si, 6ng da viét mot birc thw
gay gt chi trich 6ng hiéu trwédng. Ong da quyét dinh lam nhuw vay sau ba ngay tham gia bao
dong trén cac dwong phd khi ma sinh vién khdp Paris dang néi 1én chdng lai chinh thé.
Galois va nhirng ngudi ban cung 16p da bi nhét trong tredng cia minh, khéng thé tréo ra
khoi birc twong rao cao ngit. Chang trai Galois cau gidn da givi birc thw cay nghiét phé phan
ong hiéu truedng dén tor Gazette des Ecoles (Tap san Pai hoc). Va két qua 1a 6ng bi dudi khoi
trweong. Nhwng Galois khéng khuit phuc - dng viét 1a thw thi hai gii to bao trén, kéu goi
sinh vién trong trudng hiy néi thing quan diém cia minh vi danh dv va lwong tAim nhung
ong khong nhan dwoc sy hwéng rng nao.

Ra khéi truong dai hoc, thoat dau Galois di day tw vé toan hoc. Ong mudn day céc 1y thuyét
todn hoc ctia chinh minh khi 6ng m&i chi vén ven c¢6 mudi chin tudi. Nhwng Galois khong
thé tim dwoc sinh vién dé day - cac ly thuyét cia 6ng qua cao cip; ong da vwot xa thoi dai
minh.



D46i mat véi twong lai ching cé gi chac chan va bi két téi khong du tw cach dé tiép tuc theo
duoi nén gido duc tét dep, trong lic tuyét vong Galois dd xung vao binh ching phio binh
ctia quan doi Phap. Trong quan doi Phap, ma nguwoi dirng dau thoi ky truede do 1a Lafayette,
c6 nhiéu y twdng tw do gan giii véi tw twdng chinh tri clia chang thanh nién tré Galois. Khi &
trong quan doi, Galois da thwc hién c6 gdng cudi cing dé xuit ban céng trinh todn hoc cla
minh. Ong viét mot bai bao khoa hoc vé phwong phap téng quat giai cAc phwong trinh - ma
ngay nay dwoc cong nhan la Ly thuyét Galois tuyét diéu - va gri n6 cho Siméon Denis-
Poisson (1781-1840) & Vién Han lam khoa hoc Phap. Poisson doc bai bao va nhan xét la
"khéng thé hiéu dwoc". Mot 1an nira, chang trai mwoi chin tudi dau lai vwrot xa tat ca cac nha
toan hoc Phép cao tu6i hon minh vao thoi dé6 dén ndi cac ly thuyét méi nhat cia anh déu
cao hon tAm nhirng cai dau cta ho. Luc d6, Galois da quyét dinh tir b toan hoc va sé chi lam
cach mang. Ong néi ring néu cin mot than xac dé 1am cho nhan dan tham gia cAch mang thi
ong sé dang hién chinh ban than minh.

Ngay 9 thang 5 nam 1831, hai tram dang vién Cong hoa tré tudi da to chirc mot bira tiéc 16n.
Tai didy ho phadn déi viéc ché d6 hoang gia gidi tan binh chung phdo binh ctia quan doi.
Nhitng chén rwou da dwgc ning 1én dé chic mirng cudc cach mang Phap va nhitng nguoi
anh hung cda no6, cling nhw cho cudc cich mang tién bé nam 1830. Galois dirng diy va dé
nghi nang cc. Ong néi "danh cho Louis Philippe", cong tuéc xit Orléans, ngudi dang 1a vua
cda nwéc Phap. Trong khi néi nhitng 1o nay, mét tay nang cao coc rwgu clia minh, tay kia
Galois gio cao mdt con dao da rat khoi bao. Nguwoi ta cho day l1a mét hanh dong de doa tinh
mang clia nha vua va gy bao dong. Ngay hom sau Galois bi bt.

Trong phién toa xtt Galois vi tdi de doa tinh mang nha vua, luat sw ctia Galois phat biéu rang
thwc té€ khi dang cdm con dao cia minh Galois da néi "gianh cho Philippe, néu 6ng ta tré
thanh moét ké phan boi". Vai ngwdi ban phao binh cua Galois c6 mat khi dé da chirng thuc
diéu nay, va ban boi thdm da phan xi 6ng khéng co tdi. Galois nhit 14y con dao cia minh &
trén ban dé vat chirng, nhét n6 vao bao roi dat vao tdi va roi khéi toa &n nhw mot ngudi tw
do. Nhung 6ng dwoc tw do cling chang bao 1au. M6t thang sau dng lai bi bat vi bi tinh nghi 1a
mdt dang vién Cong hoa nguy hiém. Ong bi nhot trong nha giam mdt cach vd cé trong khi
cac nha chirc trach tim kiém ly do dé budc tdi dng. Cudi cing ho tim dwoc mot chirng cé 1a
ong mac bé dong phuc ctia binh ching phao binh da giai tan. Galois bi xt vi t6i nay véi cai
an sdu thang tu giam. Phai bao hoang l1ay lam hai long vi cudi cung da bé tu dwoc chang trai
hai mwoi tu6i ma ho cho la ké thu nguy hiém cta chinh thé. Mot thoi gian sau, Galois dwoc
hwdng ché d6 quan thuc va bi chuyén dén mot noi ma diéu kién song khong dwoc bao dam.
Nhitng gi xay ra sau d6 van con 1a mot ciu héi. Trong khi bi quan thic, Galois da gip va yéu
mot phu nit. M6t vai ngwoi cho rang 6ng da mic biy clia nhitng ngudi thudc phai bao hoang
thu dich véi 6ng. Ho muén chdm ditt cadc hanh déng cach mang cia 6ng mai mai. Du sao di
nita thi ngwdi phu nit ma 6ng c6 quan hé nay cling c6 dirc hanh dang ngd ("une coquette de
bas étage"). Ngay khi hai ngw¢i méi yéu nhau, mot ga bao hoang da dén dé "bao vé danh dw
clia ¢d ta" va thach Galois d4u sting. Nha todn hoc tré tudi ching c6 cach nao dé thoat khoi



hoan canh phttc tap d6. Ong da thit bang moi cach dé cé thé thuyét phuc ga dan dng tir bo y
dinh d4u sung nhwng khéng cé két qua.

Vao dém trwéc cudc diu sing, Galois da viét mot s6 birc thw glvi cic ban cua 6ng dé ho biét
rang 6ng da bi phai bao hoang mwu hai. Ong viét 1a hai tén bao hoang da thach diu véi ong
va chung da ép 6ng vi danh duw khong dwgc ké vé cudc thach ddu cho nhirng ngudi ban cta
ong trong dang Cong hoa. "Téi chét nhw nan nhian clia mét mu dan ba dém dang bi 6i. Than
0i, tai sao toi lai chét vi mot cai bay tAm thuwdng nhw vay. Tai sao lai phai chét mot cach hén
ha dén thé!". Nhung quan trong nhat 1a vao dém trwéc cudc ddu sing, Galois da cin than
viét ra toan bo ly thuyét toan hoc cia 6ng roi gii cho ngwdi ban cia minh 1a Auguste
Chevalier. Sang sém ngay 30 thang 5 nam 1832, Galois d6i mat v&i dich thu cia minh trén
mdt canh dong hoang. Ong bi bin vao bung va don doc nam lai d6 trong dau dén quan quai.
Chang c6 ai di goi bac si. Cudi ciing, mot ngudi ndng dan tim thiy 6ng va dwa 6ng dén bénh
vién. Tai d6, sing hdm sau 6ng da qua doi. Ong méi hai mwoi tudi. Nam 1846, nha toan hoc
Joseph Liouville da bién tip va cong b6 ly thuyét todn hoc méi nhit cua Galois trén mot tap
chi. Ly thuyét Galois sé tao mot bwéc tién quan trong trong phwong phap dwoc st dung mot
thé ky rwdi sau d6 dé chinh phuc Pinh 1y cudi cing cia Fermat.

M6t nan nhan khac

Tinh ciu tha va tu cao cua Cauchy di phwong hai dén cudc doi cua it nhat mot nha todn hoc
xudt sic khac. Niels Henrik Abel (1802-1829) 1a con trai mdt muc sw cda lang Findo & Na
Uy. Khi Abel mwoi sdu tuoi, thiy gido da dong vién 6ng doc cudn sach noi tiéng cia Gauss -
cuon "Disquisitiones ". Abel thdm chi da thanh cong ca trong viéc stra lai mot vai thiéu sot
cda cac chirng minh moét sé dinh 1y trong cuén sach d6. Nhwng hai nam sau cha 6ng da qua
doi va chang thanh nién Abel da phai tam hoan viéc nghién ctru todn hoc dé tap trung cac cd
gang cua minh vao viéc gitp d& gia dinh. Mic du phai d6i mat véi nhirng khoé khin 1ém, Abel
van thu xép dé ti€p tuc mot vai nghién ciru toan hoc va da c6 mot phat minh toan hoc néi
tiéng & tudi mwoi chin. Nam 1824, 6ng cong bé mot bai bao, trong dé6 chirng minh rang
khong thé c6 phwong phap gidi cic phwong trinh bic ndm. Viy la Abel da gidi quyét xong
mot trong nhitng van dé ndi ti€ng nhat thoi ky d6. Tuy vAy nha toan hoc tré thién tai van
chwa dwoc bé nhiém vao mot vi tri khoa hoc nao, diéu ma 6ng rat can dé c6 diéu kién giap
do gia dinh. Vi thé, 6ng glri cong trinh ctia minh cho Cauchy nho danh gia, cong bé néu cé
thé, va khang dinh. Bai bdo ma Abel giri cho Cauchy dé cip dén cac chudi sb dic biét va cac
tinh chat chung. Nhuwng Cauchy da dé mit bai bdo d6. Mot vai ndm sau, khi bai bao nay xuat
hién trén mot tap chi thi d3 qua mudén va khong thé gitp gi cho Abel. Nam 1829 Abel chét vi
bénh lao ma 6ng da mac phai do canh ban cling va sw gang strc giup d& gia dinh trong tinh



canh bi tham. Hai ngay sau cai chét cia 6ng, mot birc thw da dwoc gri dé€n Abel thong bao
rang 6ng da dwoc bd nhiém chirc vu gido sw tai Trwong Pai hoc Téng hop Berlin.

Khéi niém nhém Abel (ngay nay dwoc xem 12 mot tir va dwoc viét bang chit "a" thudng, titc
la abel) 1a mo6t khai niém rat quan trong trong dai s6 hién dai va la yéu t6 cha dao cta
phwong phap hién dai dé giai bai toan Fermat. Nhém abel 1a mét nhém trong d6 thi tw cac
phép toan c6 thé ddo ngwoc (giao hoan) ma khéng dnh hwdng dén két qua. Pa tap abel con
la mét khai niém dai s6 triru twong hon va né ciing c6 &#ng dung rit quan trong trong cac
phwong phap hién dai dé tim ra chitrng minh cho Pinh 1y cuéi cung cia Fermat.

Cacidean Dedekind

Di san cua Carl Friedrich Gauss con tiép tuc truyén lai qua nhiéu thé ky. Mot trong nhirng
nguoi ké thira sw nghiép toan hoc cia Gauss dang chd y nhit 1a Richard Dedekind (1831-
1916). Ong, ciing nhw nguwoi thay vi dai ctia minh, sinh ra & thanh phd Brunswick ctia nwérc
DPirc. Tuy nhién, cé diéu khac véi Gauss la khi con nho Dedekind khéng hé té ra thich tha
toan hoc hay 1a c6 kha ning toan hoc. Ong thich vat 1y, héa hoc hon va xem toan hoc la cong
cu phuc vu cac nganh khoa hoc. Nhwng dén nim muwdi bay tudi, Dedekind da vao chinh ngbi
treong ma & day Gauss vi dai da dwoc dao tao vé toan hoc - Trwong Pai hoc Caroline - va &
day twong lai cua 6ng da thay d6i. Dedekind bat dau quan tAm dén todn hoc va 6ng da tiép
tuc méi quan tim d6 & Gottingen, noi Gauss dang giang day. Nam 1852, & tudi hai mwoi
mot, Richard Dedekind da dwgc Gauss trao bang tién si. Nguoi thiy da tim thiy trong ban
luin vin cda hoc tro minh nhirng phép toan gidi tich khién thay "hai long tuyét déi". bay
chwa phai 1a mot loi khen tuyét voi nhat. Thuc té, thién tai cia Dedekind khi 4y van chua
bdc 10 hoan toan.

Nam 1854, Dedekind dwoc b6 nhiém chirc gidng vién & Gottingen. Pén khi Gauss mat nam
1855 va Dirichlet chuyén tir Berlin dén thay vi tri cia Gauss thi Dedekind da tham dw tit ca
cac bai giang cda Dirichlet & Gottingen va bién tdp mot cong trinh ¢é tinh chit mé dwong
trong thoi ky d6 ctia Dirichlet vé ly thuyét s6. Dedekind da viét thém phan b6 sung cho cong
trinh d6, dwa trén chinh nhirng két qua cia minh. Phin b6 sung nay bao ham phac thdo mét
ly thuyét ma Dedekind da xay dwng cho cic sé dai sO - cac s6 dwoc dinh nghia nhw 1a
nghiém cta phwong trinh dai s6. Ching bao gbm boi s6 cia cic can bic hai cla cac so cung
véi cac sO hiru ty. Cac trweong s6 dai s6 la rat quan trong trong viéc nghién ctru phwong
trinh Fermat vi ching ndy sinh khi giai cic phwong trinh cé dang khac nhau. Nhu vay,
Dedekind da phat trién mot linh viee quan trong trong ly thuyét sé.



boéng gbép 16n nhat cda Dedekind cho qua trinh tién t&i chitng minh Pinh 1y cudi cing cta
Fermat la viéc phéat trién ly thuyét cac idéan, mot triru twong hoéa cua cac s6 ly twdng cia
Kummer. Mot thé ky sau Dedekind, cac idean da truyén cdm hirng cho Barry Mazur va
chinh cong trinh cia Mazur da duwoc Andrew Wiles khai thac.

Trong nam hoc 1857-1858, Richard Dedekind da giang chuyén dé toan hoc diu tién vé Ly
thuyét Galois. Oc suy xét toan hoc ctia Dedekind rat triru twong va 6ng da nang ly thuyét
nhém 1én trinh d6 hién dai nhw ngay nay nguwoi ta hiéu va day vé né. Triru twong héa la
budc chuln bi cho thé ky XX dé c6 thé tiép cin bai todn Fermat. Chuyén dé c6 tinh chit dot
pha ctia Dedekind vé cac ly thuyét da dwoc phat trién bdi Galois 12 mét budc di dai theo
hwéng nay. Chi c6 hai sinh vién da tham dy bai giang dé.

Tir diy sw nghiép ctia Dedekind da c6 mot buwéc ngoit la ky. Ong da roi Gottingen dé dam
nhin mot vi tri & Zurich, r6éi 5 ndm sau, vao nam 1862, 6ng quay tr& vé Brunswick va & day,
su6t 50 nam, dng giang day trong mot trwdng trung hoc. Chang ai c6 thé giai thich dworc tai
sao nha todn hoc kiét xuat, ngwoi da dwa nganh dai s6 1én mot trinh do khai quat hoa va
triru twong héa khong gi sanh dworc, lai dot nhién r&i bé moét trong nhitng vi tri danh gia
nhat tai bat ky mot trwong dai hoc nao & chau Au dé vé day & mot truong trung hoc vo
danh. Dedekind khong két hon I4n nao va sudt nhiéu nam troi 6ng song véi ngudi chi gai.
Ong van giit dwoc dau 6c thong minh, lanh loi cho dén ngay cudi ciing cta doi minh va mat
vao nam 1916.

K&t thic thé ky

Vao cuoi thé ky XIX, & Phap c6 mot nha toan hoc véi ndng lwe tuyét voi trong nhiéu linh vuc
khac nhau. Tri thirc uyén bac cia Henri Poincaré (1854-1912) vwot ra ca ngoai pham vi
toan hoc. Vao nam 1902 va sau do, khi ma 6ng da la mot nha toan hoc néi tiéng, Poincaré
viét nhitng cu6n sach vé toan hoc dwoc moi ngwdi rat wa thich. Ban doc & moi lira tudi déu
doc nhitng cu6én sach nay va cé thé nhin thiy nhirng cuén sach iy thwong dwoc nguoi ta
doc trong cac quan ca phé ciling nhw trong cac cong vién & Paris.



Poincaré sinh ra trong gia dinh cia nhirng nguwoi rat thanh dat. Ngwdi anh em ho cua ong,
Raymond Poincaré, da tré thanh téng thong nwéc Phap trong thoi ky chién tranh thé gidi
tht nh4t. C4c thanh vién khac trong gia dinh cling da ndm giit cac chirc vu trong Chinh phu
va Nha nwéc Phap.

Tir khi con tré, Henri té ra c6 tri nhé tuyét vori. Ong c6 thé ké lai bat cir trang nao trong cudn
sach 6ng da doc. Tuy nhién, tinh lo didng cia 6ng thi cling nhw truyén thuyét vay. C6 mot
lan, mot nha todn hoc Phan Lan da cat cong dén Paris mong gap Poincaré dé thao ludn mot
s6 van dé todn hoc. Vi khach phai cho suét ba gior & phong doi bén canh phong lam viéc cla
Poincaré, trong khi nha toan hoc dang tri di di lai lai - mot théi quen trong suét ca cudc doi
lam viéc cta 6ng. Cudi cung Poincaré bat thinh linh ngé sang phong doi va la 1én: "Thwa
ngai, ngai dang qudy ray toi day!". Pén nwdéc Ay thi vi khach chi con cach bé di va khéng bao
gid tré lai Paris nita.

Tai ndng 16i lac cia Poincaré boc 16 rd ngay tir khi 6ng con hoc & trudng ti€éu hoc. Nhwng vi
phong cach clia mét ngwdi da tai - mot chang trai thoi ky Phuc Hwng dang hinh thanh - nang
khiéu toan hoc dic biét clia dng van chwa bdc 16 ro nét. Tty tudi du tho, dng da ndi bat 1én vi
kha ning xuit sic clia minh trong viét lach. Mot nha gido, ngudi da nhan thiy va khuyén
khich tai ndng clda ong, da tran trong gitt gin cac bai ludn ctia 6ng hoi hoc & truwong. Tuy
nhién, vé mot mat nao do6, ngwdi thiy nay da phai canh tinh thién tai tré tudi: "Khéng nén
lam cai gi cling qua tuyét voi. Hay c6 lam mot nguwoi binh thwong thoi". Ngwoi thay c6 1y do
chinh dang khi dwa ra 11 khuyén nay. R6 rang, cac nha gido duc Phap da rat ra dwoc diéu gi
diy qua ndi bat hanh cta Galois tir nira thé ky trwéc: nhivng sinh vién c6 tai thwong hong thi
bdi nhitng ngwoi gidm khdo tAm thwong. Nguwoi thiy cta 6ng da lo ling rit ding rang
Poincaré qua xuit ching dén ndi 6ng c6 thé bi trwot trong nhirng ky thi nhw thé. Poincaré
von tinh lo dang ngay tir khi con bé. Ong thudng bé bita vi khong nhé 1a minh n réi hay
chua.

C4u bé Poincaré rat thich van hoc c6 dién va da tip viét sao cho that hay. Khi la mét thiéu
nién, Poincaré da quan tAim dén mon to4n va tirc thi troi han vé mén nay. Trong khi di di lai
lai trong phong, dng c6 thé giai cac bai todn & trong dau - sau dé ngodi xudng va viét ra rat
nhanh toan bd 1o gidi. Vé diém nay, dng giong nhw Galois va Euler. Khi Poincaré thi tét
nghiép pho thong, 6ng suyt tregt mon toan, ding nhw ngwdi thay cia 6ng hoi & treong ti€u
hoc da lo ngai tir mdy nam trwéc. Nhwng 6ng da do, chi vi & tudi mudi bay tiéng tim cla
ong nhw 1a mot nha todn hoc da qua 13y lirng dén ndi ban giam khao khong ddm danh truwot
ong. "Mot hoc sinh nao dé néu khéng phai la Poincaré thi sé bi trwot”, 6ng trwedng ban giam
khdo da néi nhw vy khi cho diém dd cho cau hoc sinh, ngwdi ma sau nay da tiép tuc hoc 1én
Truwong Pai hoc Bach khoa va tré thanh nha toan hoc Phap vi dai nhit thoi ky do.



Poincaré viét nhiéu sach vé toan hoc, vat ly toan, thién van hoc va khoa hoc thwong thirc.
Ong cling viét nhiéu bai bao nghién ctru véi téng s trén ndm tram trang vé cac van dé toan
hoc do 6ng phat trién. Ong cé nhitng déng gép co ban cho tdpd hoc - mot linh vic do Euler
khéi xwdng. Hon thé nira, cac két qua ciia Poincaré con quan trong dén ndi nganh toan hoc
nay chi dwoc xem 1a thwe sw bat dau vao niam 1895 clng véi viéc xuit ban cudn "Analysis
Situs” cia Poincaré. Topo hoc, mdt nganh nghién ctru cac hinh, cac mat va cac ham lién tuc,
c6 vai tro quan trong trong viéc tim hiéu bai todn Fermat vao nhitrng ndm cudi thé ky XX.
Nhwng mot linh viee khac do Poincaré khéi xwéng thdm chi con 13 yéu t6 can thiét hon cho
viéc tiép can hién dai Pinh ly cudi cing cia Fermat.

Cac dang modula

Poincaré nghién ctru cidc ham tuin hoan, chang han nhw cdc ham sin va cosin cua Fourier,
nhwng khéng phai trén truc s6 nhw Fourier ma trén mat phang phirc. Him sinx 1a dd cao
thang drng trén dwdng tron c6 ban kinh bang 1 khi géc twong (rng 1a x. Him sé nay 1a tuin
hoan: né lap di 1ap lai mai mai mdi khi géc x b6 sung thém mot bdi ctia chu ky ctia né, 360
do. Tinh tudn hoan nay 1a ddi xirng. Poincaré da khdo sat mat phang phirc bao gom cac sd
thwc trén truc hoanh va cac sé ao trén truc tung, nhw & hinh 14.

Hinh 14

¢ day, ham tuin hoan c6 thé dwoc hiéu 13 c6 tinh tuin hoan ca theo truc thuc va ca theo
truc do. Tham chi Poincaré con di xa hon khi thira nhin sw ton tai cia cdc ham s6 cé tinh
chat déi xirng rong rai hon. Pay la nhirng ham khong thay déi khi bién phirc z thay déi theo
quy tacf(z) --> f(az+b/cz+d), trong d6 cac phan tit a, b, ¢, d dwgc sdp xép thanh mot ma tran,
14p nén mot nhom dai s6. Diéu nay nghia 1a c6 nhiéu vo han cac bién doi cé thé. Chung giao
hoan v&i nhau va ham f 13 bat bién doi véi nhom cac phép bién déi nay. Poincaré goi cac
ham dic biét do 1a cac dang tw dang ciu.



Cac dang tw dang ciu l1a nhitng dang hét sirc ky la vi ching théa man nhiéu tinh chit dai
xtrng trong. Poincaré khong dam chic 1a chung ton tai. Thuc té, Poincaré da mo ta viéc
nghién ctru cta dng thé nay. Ong néi rang suét muwdi lAm ngdy ong thitc day vao budi sang
va ngoi tai ban lam viéc lién vai gir c¢6 ging tw thuyét phuc minh rang cac dang tw dang ciu
ma 6ng da phat minh ra khong thé ton tai. Dén ngay thir mwdi 1dam 6ng nhan ra rang 6ng da
sai. Cac ham ky la nay du khé ma hinh dung dwoc bang mit nhwng ching ton tai thuc su.
Poincaré da mé rong ching thanh cadc ham phitc tap hon, goi la cac dang modula. Cac dang
modula ton tai & nira phia trén cia mat phang phitc va db thi ciia ching c6 dang hyperbolic.
Tic l1a chiing ton tai & trong mét khong gian Ky la, noi hinh hoc phi Euclid ctia Bolyai va
Lobachevsky ché& ngw. Qua mot diém bat ky thudc nira m3t phang nay ton tai nhiéu "dwdng
thang" song song v&¢i mot dwdng thang tuy y cho trwdc (hinh 15).
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Hinh 15

Cac dang modula rat ky la nay 1a déi xirng theo nhiéu cach trong khong gian dé. Cac phép
d6i xirng nhan dwoc bang cac phép tinh tién va 14y nghich ddo 1/z. Dw¢i day 1a minh hoa
"phép lop ngoi" nira mit phang phitc nho stt dung cac phép doi xirng nay (hinh 16).
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Hinh 16



Poincaré di gat b sang mot bén cac dang tw dang ciu déi xirng va ngay ca cac dang modula
phitc tap hon ctia chiing dé ti€p tuc nghién citru cac van dé toan hoc khac. Ong ban ron véi
qué nhiéu linh vic, thwong thwong 6ng nghién ciru vai linh vuc cing mét ldc, dén ndi 6ng
khong c6 thoi gian dé ngbi lai suy ngdm vé cai dep cla cac thuc thé d6i xing vo han khé
hinh dung no6i 4y. Nhwng chinh 6ng ciing khéng biét dwgc 1a minh di gieo ca hat giong khac
vao manh vwdn dé roi chinh nhirng hat giong nay lai dan dén 1&i giai bai toan Fermat.

Mot s lién quan bat ngo véi cai banh virng vong

Nam 1922, nha todn hoc ngwoi Anh 1a Louis J. Mordell da phat hién thidy mot diéu ma 6ng
cho 1a cé sw lién quan rit ky la gitra cac nghiém ctia phwong trinh dai s6 va topé hoc. Cac
thanh t6 ctia top6 hoc la cdc mat va cac khong gian. Cac mat nay c6 thé nhing trong khong
gian ba chiéu nhw cic hinh trong hinh hoc Hy Lap c6 dai hodc khong gian bén chiéu hay
nhiéu chiéu hon nitra. T6pd hoc nghién ctru cac ham lién tuc xac dinh trén cic khong gian
nay ciing nhw cac tinh chit cda chinh cac khéng gian d6. Mordell nghién ctru topd cua cac
mat trong khong gian ba chiéu. Mét vi du don gian vé loai mit nhw vy la mat cau: dé 1a mat
clia trai bong, nhu trai bong r6 chang han. Trai bong l1a mot vat thé ba chiéu nhung bé mat
cda n6 (xem nhuw khoéng cé bé day) 1a vat thé hai chiéu. Bé mit Trai Pat 1a mot vi du khac.
Ban than Trai DAt 1a loai hinh ba chiéu: moét vi tri nao do6 trén Trai DAt hoidc bén trong né
déu c6 thé xac dinh béi kinh d6 cda né (chiéu thi nhat), vi d6 ctua n6 (chiéu thi hai) va do
siu ctia no (chiéu th& ba). Nhwng bé mat Trai Dat (khdng cé bé day) la hai chiéu vi mét
diém bit ky trén mat Trai Dit c6 thé dwoc chi ra nho hai gia tri: kinh d6 va vi d6 caa no.

Cac mat hai chiéu trong khéng gian ba chiéu c6 thé dwgc phan loai theo "giong" clia ching.
Gi6ng ctia mot mit chinh 1a s6 lwong cac 16 hong trén mat d6. Giéng clia mat cau 1a 0, vi no
khong c6 16 hdng nao. Banh virng vong (theo ngdn ngit toan hoc 1a hinh xuyén) c6 mot 16
héng, do d6 gidng cia né 1a 1. Lo hong 1a 16 di xuyén qua hoan toan mat. Cai tach véi hai
quai cé hai 16 hdng xuyén qua. Do d6, né 1a mot mit c6 giong 2 (hinh 17).
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Mot mét cé thé bién do6i thanh mét mat khac c6 cung gidng nho mot bién doi lién tuc. Chi ¢
duy nhit mot cach dé bién doi mat thudc giéng nay thanh mat thudc giéng khac la dong lai
hodc mé& ra mot s6 16 hong. Diéu nay khong thé thwce hién dwgc mot cach lién tuc, vi & day
can phai xé thiing mit d6 ra hoic ndi lién lai, song moi viéc 1am nhw thé 1a mot sy gian doan
toan hoc (hinh 18).

Mordell d phat hién ra mdi lién hé hoan toan bAt ngd va ky la giita s6 16 héng (giéng) trén
mat cong gom cac nghiém ctia mét phwong trinh va viéc phwong trinh d6 c6 moét sé hiru
han hay vé han nghiém. Néu mit cong gom cac nghiém (xét trén trudong sé phitc cho tong
quat nhat) c6 hai 16 héng hoic nhiéu hon (tic 13, mit cé giéng 2 hoic 1én hon), thi phwong
trinh nay chi c6 mot s6 hiru han nghiém nguyén. Mordell khéng chirng minh dwoc phat hién
ctia minh va sau nay né dwoc goi la gia thuyét Mordell.
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Hinh 18

Chirng minh cuaa Faltings

Nam 1983, nha todn hoc hai mwoi bay tudi ngudi Dirc Gerd Faltings ctia Trwong Pai hoc
Tong hop Wuppertal da chirng minh gia thuyét Mordell. Faltings khong quan tim dén Dinh
ly cubi cung ctia Fermat, xem n6é nhw mot bai todn biét 1ap cta ly thuyét s6. Tuy nhién,
chirtng minh rit doc ddo cua 6ng bang céng cu cwc manh cia hinh hoc dai s6 phat trién
trong thé ky nay da cho thdy nhitrng mdi lién hé sau sic véi hién trang cta Dinh ly cudi cuing
clia Fermat. Vi phwong trinh Fermat véi n 1é6n hon 3 ¢6 giéng 16n hon hay bang 2, cho nén
rd rang rang néu cac nghiém nguyén ciia phwong trinh Fermat ton tai thi s6 cdc nghiém nay
la hitu han (diéu nay phan nao an ui chiing ta vi s6 nghiém ctia phwong trinh Fermat, theo



khang dinh nay, 1a hitu han). Khong lau sau, hai nha toan hoc Granville va Heath-Brown da
str dung két qua cua Faltings dé chi ra rang, s6 nghiém ctia phwong trinh Fermat (néu ton
tai) sé giam khi Iy thira n ting. Diéu nay cho thiy rang ty 1é cac liy thira ma v&i ching Dinh
ly cudi cung ctia Fermat la dung, xap xi mot tram phén tram khi n ting.

Néi cach khac, Pinh 1y cudi cung cia Fermat la "gén nhw luén luén" ding. Néu nghiém cda
phwong trinh Fermat ton tai (trong trwdng hop Dinh 1y cudi cing cia Fermat la sai) thi cac
nghiém nhw thé 1a it va cach rat xa nhau. Nhw viy, tinh trang ctia Dinh ly cudi cling cta
Fermat vao nim 1983 1a nhu sau: Dinh ly da dwoc chirng minh véi moi n nhé hon hay bang
1 triéu (va vao nam 1992 gi¢i han nay da dwgc nang lén téi 4 triéu); ngoai ra, véi n 1én hon
nira, néu cac nghiém ton tai thi cling rat it va sé nghiém gidm khi n tang.

Vi twéng Hy Lap huyén bi mang cai tén Khoi hai ¢6 t¢i hang ta cusn
sach tuyét voi vé toan hoc viét bang tiéng Phap dwoc xuit ban & Phap véi tén tac gia 1a
Nicolas Bourbaki va cling c6 mot vi twdng nguwoi Hy Lap tén la Bourbaki (1816-1897). Nam
1862 nguoi ta d@ muon ton Bourbaki 1én 1am vua Hy Lap, nhwng dng da tir choi. Vi twdng
nay cé vai tro quan trong trong cudc chién tranh Phap-Phé va & Phap nguoi ta da dung
twong ong tai thanh phd Nancy. Nhwng twéng Bourbaki khéng biét gi vé toan hoc ca. Ong
cling chang bao gi¢ viét sach vé toan hoc hay bat ky linh virc nao khac. Vay ai da viét nhirng
tuyén tip toan hoc mang tén dng ?

Cau trd loi 12 & nhitng ngay hoa binh tai Paris gitta hai cudc chién tranh thé gidi,
Hemingway, Picasso va Matisse khong phai la nhirng nguoi duy nhat thich ngoi trong cac
quan ca phé gap g& ban bé minh, nhin ngdm moi ngwoi va duoc ngudi ta d€ y dén minh. Hoi
bay gior, xung quanh cac quan ca phé giéng giong nhau & vung bén trai song Xen gan
Truwong Dai hoc Tong hop Paris, c6 mét cdng déong toan hoc diy nhiét huyét dang hoat dong
rat s6i noi. Cac gido sw todn hoc ciia Trwdong Dai hoc Tong hop Paris ciling thich gdp mat ban
bé cua ho, uéng mot tich ca phé sira hay mét ly rieou trong mét cai quan trén phé St. Michel
gan khu vuon Luxembourg xinh dep, va tranh luin ... toan hoc. Mua xuin & Paris mang lai
cam hing cho cac nha van, cac nghé si va cac nha toan hoc. Ngwoi ta hinh dung mot ngay
cht nhat nang dep, tai mot quan ca phé thd vi, mdt nhém 6n Ao cac nha toan hoc dang tu
hop. Nhitng tinh cdm anh em beé ban luén chién thang mdi khi ho tranh cii s6i néi vé nhirng
diém hay nao d6 ciia mét ly thuyét. Cudc vui 6n a ctia ho c6 1é da lam phién dén Hemingway,
nguwoi tirng viét rang ong chi thich 1am viéc mot minh tai quan ca phé va c6 1€ ong sé roi dén
mot trong nhitng noi 6ng thwong lui tdi, nhirng tu diém it dwec wa thich. Nhwng ciac nha
toan hoc da khong dé tam dén diéu dé. Ho quy trong ban bé ctia mdi ngwdi va quan ca phé
chat nich cac nha toan hoc - tit ca néi cing mot thi ngdn ngir cac con s, cac ky hiéu, cac



khéng gian va cac ham s6 - dang tran day niém say swa. "Khong khi nhw thé nay han cac
mon dé cua Pythagoras cling da cAm thiy moi khi ho luan ban to4n hoc", c6 1& mot ngudi gia
dan hon trong nhém da néi khi 6ng ta nang ly regu mirng. "Pung thé, nhwng ho khéng uéng
Pernod", mot ngwdi khac néi va moi nguwdi cung cwdi pha lén. "Nhwng ma ching ta ciing cé
thé giong ho", ngudi cao tudi dap lai. "Tai sao ching ta khéng thanh 14p mot hoi riéng cua ta
nhi? Puwong nhién 1a mot hoi kin 4y". Khap noi ro 1én 1o tan thwéng. Mot ngudi dé nghi ho
muon tén cla vi twédng gia Bourbaki. Loi dé nghi nay cé 1y do cida nd. Vao thoi 4y, Khoa
Toan Truwdng Pai hoc Téng hop Paris c6 truyén théng hang nim moi mot dién vién chuyén
nghiép biéu dién vai Nicolas Bourbaki cho tip thé can bo gidng day va nghién cttu sinh xem.
Sau d6, mot minh dién vién nay trinh bay tiét muc doc thoai rat dai vé nhirng thuat ngir
toan hoc nw¢c doi. Nhirng tiét muc trinh dién nhw thé rit tha vi vi sw phong phu cda ly
thuyét toan hoc hién dai da tao nén mot nguén tir vweng doi dao vira mang y nghia toan hoc
lai vira c6 nhirng nghia khac trong cudc song hang ngay. Mot trong s6 cac tir nhw vay la
"dense". Nguoi ta noi rang cac s hiru ty phan bd day dic (dense) trong cac sd thuc. Diéu
nay c6 nghia la trong mot 14n cin bt ky ctia cac s6 hiru ty déu cé cac s6 vo ty (& diy co thé
tac gid da ndi hoi ngwoc - 101 nguwdi dich). Nhung "dense” con mang nhiéu nghia khac trong
cudc séng thwong ngay.

Ngay nay, cac nghién ctru sinh thich tro choi chit hai nghia nhw viy. Ho thich ké cau chuyén
nang Poly Nomial xinh dep gdp nha giai phiu lanh nghé Curly Pi (polynomial = da thi¥c, nha
giai phau lanh nghé = smooth operator = to4n tir tron, curly pi = pi xoan - tit ca cac tir déu
la cac thuat ngir toan hoc).

Vay la nhitng cudn sdch mang cai tén Nicolas Bourbaki chinh la do cac nha toan hoc néi trén
cung nhau viét ra. Ngwoi ta da khéi xwéng xémina Bourbaki, noi ma cac ly thuyét va cac y
twdng todn hoc dwoc thao luin rit thwong xuyén. Cac hoi vién déu phai gidu tén, cac két
qua toan hoc phai dwoc cong nhan la ciia héi va mang tén Bourbaki chit khong dwgc mang
tén riéng cda hoi vién.

Nhwng héi vién Bourbaki khong giong nhw mén do ctia Pythagoras. Mac du tac gia cac
cuon sach la Nicolas Bourbaki, nhwng cic két qua nghién ctu, vi du nhw cac dinh ly va
chirng minh cua ching - nhitng diéu dang gia hon cac cuén sach rit nhiéu - van dwoc thira
nhan la cta riéng hoi vién da dat dwoc cac két qua do. Mot trong nhirng hoi vién dau tién
cta hoi Bourbaki 1a André Weil (sinh ndm 1906), ngwdi sau ndy da chuyén dén Vién Nghién
ctru cao cip & Princeton thudc Hoa Ky. Tén tudi cia 6ng ludén gin lién véi mot gid thuyét
quan trong dan dén l&i giadi bai toan Fermat. Mot trong nhirng ngudi sdng 1ap Hoi Bourbaki
la nha todn hoc Phap Jean Dieudonné. Dieudonné la nguwoi cling giong nhw cac hoi vién
ngwdi Phap khac da chuyén dén "nhirng manh dit t6t hon" trong cac truong dai hoc Hoa
Ky. Dieudonné - tac gid chinh cta nhiéu cuon sach mang cai tén chung Nicolas Bourbaki - 1a
hinh &nh thu nhé clia m8i mau thuin trong noi bd hoi vién Bourbaki gita viéc gidu tén ca



nhén va cai "t6i" cla tirng nguoi. Mot lan, Dieudonné cong bo bai bdo mang tén Bourbaki.
Bai b4o nay c6 sai sét va thé la Dieudonné dang phan chu giai cé tiéu dé "Veé sai sét cia N.
Bourbaki" roi ky tén 1a J. Dieudonné[11] .

Nguyén nhén tan ra tit yéu ctia hoi c6 tit ca hoi vién déu 1a ngwoi Phap nhung da s6 séng
& Hoa Ky nay tw bot phat trong viéc xac dinh tw cach tac gia ctia ngai Bourbaki. Thuong
thwong cac &n phdm cta Nicolas Bourbaki ghi nguén goc cua né la "Trwong Pai hoc Tong
hop Nancago" - mot hinh thirc két hop tén thanh phé Nancy cia Phap véi thanh pho
Chicago ctia Hoa Ky. Nhwng Bourbaki chi in sach bang tiéng Phép, va khi cac hoi vién gip
nhau - thwong 12 tai mot thanh phd nghi mat cia Phép - ho dam luan khong chi bang tiéng
Phap ma dung ca ngon ngir 16ng ctia sinh vién Paris. Cha nghia s6-vanh tham nhap vao cudc
séng clia cac nha todn hoc Phap séng tai Hoa Ky. André Weil, mot hoi vién sang 1ap Hoi
Bourbaki, da céng bd nhiéu bai bdo quan trong bang tiéng Anh. Nhwng "Tuyén tdp cdng
trinh" [12] cua ong ta - trong d6 dé cip vai diém vé gia thuyét c6 quan hé véi bai toan
Fermat - da dwoc xuit ban bang tiéng Phap v&i twa dé "Oeuves" (Cac cong trinh). Nhitng
hanh déng khong binh thwong ciia Weil c6 thé da xic pham dén mot trong cac nhin vat
chinh trong vé& Kich ctia chung ta va Weil khéng thé trd lai binh thwong dwoc sau sw viéc d
bé nay.

Cac hoi vién Bourbaki cin phai dwoc cong nhin 1a c6 tinh hai huwéc tip thé. Khoang bon
muoi nam trwdc, Hoi Toan hoc Hoa Ky da nhan dwoc mot 1a don xin lam hdi vién véi tw
cach ca nhan ctia ngai Nicolas Bourbaki. Thw ky ctia Hoi da khong hé béi réi. Ong ta phic
dap rang néu ngai Bourbaki mudn vao Hdi thi phai lam don diang ky hoi vién véi tw cach co
quan (1 phi hoi vién dang nay dat hon nhiéu). Bourbaki khéng h6i 4m tré lai nira.

Cac dwong cong elliptic

Cac bai toan Diophantine - tirc la cac bai toan ndy sinh tlr cac phwong trinh c6 dang ma
Diophantus dwa ra tir thé ky III - d3 bat dau dwoc nghién ciru ngdy mot nhiéu hon trong thé
ky XX bang viéc str dung cac cong cu toan hoc dwoc goi 1a cac duwdng cong elliptic. Nhung
cac duwong cong elliptic ching c6 gi gan véi hinh ellip ca. Tir nhitng thé ky trwdc, ban dau
chung dwgc st dung trong méi lién quan dén cic ham elliptic, ma nhirng ham nay da dwoc
tao ra dé€ tinh chu vi cia hinh ellip. Cling nhw déi v&i nhiéu y twdng sdng tao khac trong
todn hoc, nguwoi di tién phong trong linh virc nay khong phai la ai khac ngoai Gauss.



That ky quic, cadc dwong cong elliptic khong lién quan gi dén cac hinh ellip va cling chang
phai 1a cac ham elliptic ma chung la cac da thirc bic ba cia hai bién. Vi dy, ching cé dang: y2
= axs + bx2 + cx, trong dé a, b, ¢ la cac s6 nguyén hodc cac s6 hiru ty (ching ta quan tim t&i
cac dwong cong elliptic trén cac s6 hitu ty). Nhitng vi du vé cdc dwong cong elliptic dé sé
dwoc minh hoa & hinh 19. [13]

Khi nguoi ta xét cdc diém hiru ty trén dwong cong elliptic, tirc 1a chi xét cadc diém trén
dwong cong ma cac toa db cta nd la ty s cla hai s6 nguyén (khong phai cac s vo ty nhw s
pi hay can bac hai cda 2, v.v...), thi cic s6 nay tao thanh moét nhom. Piéu d6 cé nghia la ching
c6 nhirng tinh chit tha vi. Hay 14y hai nghiém bat ky; chung c6 thé dwoc "cdng” vao theo
mot nghia nao dé dé tao ra mot nghiém thir ba trén dwong cong. Cac dwong cong elliptic da
tré nén cuén hat déi véi cac nha ly thuyét s6 vi ching cé thé tra 1o nhiéu ciu hoi vé
phwong trinh va nghiém cua phwong trinh. Vi vdy, cdc dwdng cong elliptic da tré thanh mot
trong s6 cac cong cu nghién ctiru tét nhat trong ly thuyét so. [14]

Mot gia thuyét ky la sip dwoc dwa ra

Mot thoi cac chuyén gia ly thuyét s6 da nhan ra rang mot s6 dwong cong elliptic ma ho dang
nghién ctru la cac dang modula. Tirc 13, nhirng dwdng cong elliptic nay cé thé dwoc xem la
c6 lién quan dén cic dang modula. Mot s6 dwong cong elliptic cé thé c6 lién quan nhw thé
nao d6 dén mat phiang phirc va cdc ham. trong khong gian hyperbolic cing véi nhiéu tinh
chat doi xirng clia ching. Nguwoi ta khdng thit roé tai sao diéu nay lai xay ra va xay ra nhuw thé
nao. Ngay ca véi cac nha chuyén mén, toan hoc thit vo cung phikc tap, cai cau tric bén trong
cda nd véi nhirng sw hai hoa tuyét voi vén c6 lai méi chi dwgc hiéu biét rat it. Cic ham



elliptic ma thwc chit 1 cac dang modula c6 nhitrng tinh chit tha vi. Chang bao 1au sau da c6
ngudi dwa ra mot gia thuyét to bao rang tit ca cac ham elliptic 12 cAc dang modula.

Dé€ hiéu y twdng vé tinh modula, diéu ton tai trong khdng gian phi Euclid cta nira trén cta
mit phang phitc, noi ma tinh ddi xirng hét strc phirc tap dén ndi ngwoi ta khé c6 thé hinh
dung noi, thi viéc xét mot vi du that don gidn sé rit c6 ich. Pay 1a mot vi du ma dwong cong
ta quan tim khong phai la dwong cong elliptic; thay cho phwong trinh bic ba c6 hai bién la
phwong trinh bic hai c¢6 hai bién: dwdng cong nay la mot dwong tron don gian. Phwong
trinh clda dwong tron cé ban kinh a véi tAm & 0 1a x2 + y2 = a2 Biy gio, hdy xét cadc ham tuan
hoan don gian: x = a cost, y = a sint. Hai ham nay c6 thé thay cho x va y trong phwong trinh
clla dwong tron. Theo nghia nay, phwong trinh ctia dwong tron cé dang modula. Ly do la
dong nhAt thirc lwong gidc khang dinh rang: sin z t + coszt = 1, va thay thé céng thirc nay vao
phwong trinh cta dwong tron (nhan moi s6 hang véi a) ta sé nhan dwgc mot dong nhit
thirc.

DPuwong cong elliptic modula chinh 13 sw mé& réng y twéng ndy sang mat phing phitc phirc
tap hon gin véi hinh hoc phi Euclid dic biét. ' ddy cac ham tuin hoan la d6i xing khong
chi d6i véi mot bién t nhw v&i cdc ham sin va cosin trén dwong thang s6 ma ching con 1a tw
dang c4u, hay 1a dang modula trén mit phang phic c6 tinh ddi xirng ddi vdi cac phép bién
déi phirc tap hon (f(z)-->f(az+b/cz+d)).

Tokyo, Nhat Ban, dau thap nién 1950

Vao dau thip nién 1950, Nhit Ban 1a mot quoc gia dang vwon 1én tir déng tro tan cua cudc
chién tranh. Dan chiing khong phai chiu canh déi khat kéo dai nira, nhung ho van con nghéo
va viéc duy tri cudc séng thwong ngay van dang 1a mot cudc diu tranh déi véi thwong dan
Nhat Ban. Cac nha may dang dwoc xdy dwng lai tir nhirng déng gach vun, cdc doanh nghiép
dwoc tai thiét va tim trang chung la day hy vong.



Yukata Taniyama

Vao thoi ky nay, cudc song trong cac trweong dai hoc cia Nhat Ban ciing rat kho khan. Sw
canh tranh giira sinh vién vé&i nhau dién ra rat gay gat: dat di€ém cao dong nghia vai c6 viéc
lam tot sau khi t6t nghiép. Dic biét, diéu nay rit ddng doi véi cac nghién ciru sinh toan hoc
ly thuyét vi tim dwoc chd 1am viéc tai cac tredng dai hoc 12 rat khé du rang lwong & do thap.

Yutaka Taniyama la mét trong nhitng nghién cttu sinh todn nhw vay. Ong sinh ngay 12
thang 11 ndm 1927 va la con ut trong s6 tAm nguwdi con ctia mot gia dinh bac si nong thén &
thi trin Kisai - cach Tokyd chirng 30 ddm vé phia Bac. Thoi tré, Taniyama bat dau nghién
ctru toan hoc, trong d6 cé phép nhin phikc ctia cac da tap abel. Linh virc nay con it dwoc biét
dén va Taniyama da trai qua mot thoi ky rat khé khan. Ong da xin y kién tw van ctia cac giao
sw cao tudi & Truwong Pai hoc Tong hop Tokyd nhuwng tiéc rang y kién cta ho chang cé ich
loi gi ma chi lam cho céng viéc ctia 6ng kho khin hon. Ong da phai tw minh tim toi tirng chi
tiét va 6ng thuwdng mo ta cong viéc nghién clru toan hoc ciia minh bang cac chir Han c6
nghia 1a "cudc chién diu gian kho" va "trn chién quyét liét". Cudéc séng ciia chang trai
Yutaka Taniyama tré tudi ching c6 gi dé dang ca.

Taniyama & trong can hd chi c6 mot phong véi dién tich 81 fit vudng (tic la 7,29mz , ND)
clia mot tda nha ma mdi tng chi c6 mot phong vé sinh chung. Mudn tdm giit, Taniyama
phai dén nha tam céng cOng cach diy vai quang dwong. Nguwoi ta goi cai toa nha cli nat dy
mot cAch mia mai 12 "Ngoi biét thy yén tinh trén nuai"” vi tda nha ndy ndm & mot phé dong
ddc bén canh dwong tau héa ma c vai phut lai cé tiéng gam rit ctia déng co tau hoa. Cé 1é
chinh vi viy ma dé c6 thé tip trung nghién ctru tot hon, chang trai Yutaka hau nhw lam viéc
vao ban dém va thuong di nga luc su gi¢r sang khi mot ngay 6n 4 lai bat dau. Trir nhitng
ngay hé néng nwc, hAu nhw ngdy nao Taniyama cling dién moét bd quan 4o xanh sang c6
nhitng chiéc khuy bang kim loai béng loang. Ong tirng phan tran véi ngwdi ban than cia
minh 13 Goro Shimura rang, cha 6ng mua thit vai nay v&i gia rat ré cia ngwdi ban hang rong,
nhung vi vai sdng mau qua nén chang ai trong gia dinh ddm maic. Yutaka, mot ngwoi chang
dé y dén hinh thirc cia minh, cudi cung da tinh nguyén 1y manh vai d6 may b quan 4o va
no da tré thanh bd "td" hang ngay cia o6ng.



Goro Shimura vao khoang nam 1965
khi 6ng I4n diu tién néu gia thuyét cia minh.

Taniyama t6t nghiép Pai hoc Téng hop Tékyd ndm 1953 va dwegc gitt lai lam "sinh vién
nghién ctru dac biét" (hay "nghién ctru sinh dac biét") ciia Khoa Toan trwdong nay. Shimura,
ban cda 0ng, tot nghiép trwdc 6ng mdt ndm va ciing dat dwgc vi tri twong tw tai Khoa Toan
Trwong Dai hoc Pai cwong nam ngay gin Trudng Dai hoc Téng hop Tokyo. Tinh ban cia ho
bat dau khi mot trong hai ngwdi viét thu cho ngwoi kia dé nghi trd cho thw vién mot cudn
tap chi toan hoc ma ca hai cing quan tam. Ho thwdng an véi nhau tai mot quan an binh dan
c6 cdc moén an kiéu phwong Ty, vi du nhw mén lwdi hdm dang hop khau vi nguoi Nhit luc
by giv.[15]

Trén chuyén tau dén Nikko dw hoi nghi nim 1995
T trai sang phai : T. Tamagawa, J.P.Serre, Y. Taniyama, A.Weil

Ho6i d6, it nha toan hoc gidi & lai Nhat Ban. Khi mot nha todn hoc nao d6 tré thanh néi tiéng,
nguoi dy sé c¢6 chuyén dén mot trudng dai hoc & Hoa Ky hodc & chau Au, noi ma cong dong
toan hoc da c6 uy tin hon va kha nang lién hé véi nhitng ngwdi dang nghién ctru cung linh
vuc dwoc thue hién dé dang. Méi lién két nhu vay rat quan trong trong viéc nghién ciru cac
linh vuc huyén bi chwa dwoc biét dén nhiéu 1lam. Nham c6 ging phat trién mdi quan hé
nghién cru véi nhirng nguwoi cé hiéu biét vé linh vuec minh quan tdm, do6i ban nay da gop
phan tham gia t6 chirc Hoi nghi chuyén dé Tokyo-Nikko vé Ly thuyét s6 dai s6 vao thang 9
nam 1955. Mot vai khang dinh da dwoc dwa ra tai hoi nghi nhé nay, song suét mot thoi gian
dai sau d6 chiing van khong dugc ai biét dén. Cudi cing, gan bén chuc nim sau, chinh ching
da dan téi cac két qua quan trong va ciing gy tranh cai vo cling gay gat.

Mot sw Khéi dau day hira hen



Hai nguwoi ban (Y. Taniyama va G. Shimura) da dé dat véi chinh quyén, chuln bi nhirng diéu
kién thudn loi cho hoi nghi, giri gidy moi cho cac nha toan hoc trong va ngoai nwéc ma ho
hy vong sé dén dw hoi nghi. André Weil, ngwdi ma khi dé da roi nwée Phap sang lam gido sw
tai Trwong Pai hoc Téng hop Chicago, 1a mét trong s6 nhitng ngudi dwoe moi dw. Nam nam
trudec dé, tai Hoi nghi Toan hoc Qudc té, Weil da lam cho ca cong dong toan hoc chu y dén
mot gia thuyét chwa dwoc biét do mot nha toan hoc cé tén la Hasse dé xuit vé "Ham zeta
cua da tap trén mot trueong s6". Cai ménh dé kho hiéu nay da gy dwoc sw chu y cho cac nha
nghién cru ly thuyét s6. R6 rang, Weil dang tip hop cac y twdng gid dinh nay trong ly
thuyét s6, bao gbm ca gid thuyét néu trén, vao cudn "Cdc bai bdo swu tdp" ctia 6ng dé ghi
nhan dong gop cua Hasse.

Sw quan tAm ctia Weil dén cac két qua trong linh vuc ly thuyét s6 da lam cho Taniyama va
Shimura rat cht y t&i 6ng va ho rat vui mirng khi 6ng nhan loi moi tham dw hoi nghi. Mot
nguoi khac cling dén dw Hoi nghi Tokyd-Nikko 1a nha toan hoc tré ngwdi Phap tén la Jean-
Pierre Serre. Madc du khi dé cé thé 6ng chwa phai 1a hoi vién Bourbaki, vi Hoi Bourbaki chi
két nap cac nha todn hoc cé tén tudi, nhwng dng sé tré nén noi tiéng trong vong vai chuc
nam sau. Mot s6 nha toan hoc da miéu ta Serre 13 mot ngudi c6 hoai bdo va tinh cach dua
tranh quyét liét. Ong dén véi Tokyo- Nikko dé tim hiéu thém dwoc cang nhidu cang tot.
Nguwdi Nhat BAn ndm dwgc mot s6 vAn dé vé ly thuyét s6 va ho da c6 nhiédu két qua dwoc
cong bd nhwng chi bang tiéng Nhat nén van chwa dwoc thé gidi biét dén. Lan nay 1a mot co
hoi t6t dé tim hiéu cac két qua d6 vi ngon ngit ctia hdi nghi 13 tiéng Anh. Ong 13 mot trong s6
it ngwoi ngoai quoc ¢é trinh d6 vé toan hoc ¢ mat tai hoi nghi. Sau dé ky yéu ctia hoi nghi
khoa hoc nay chi dwoc cong bé bang tiéng Nhat. Hai mwoi ndm sau, Serre da luu y dén mot
vai sw kién & Hoi nghi Tokyd-Nikko va thé gi¢i cé thé biét dén ban thuit lai két qua héi nghi
clia dng chir khdng phai ky yéu hoi nghi bang tiéng Nhat.

Tap ky y€u ghi két qua hoi nghi d6 bao gobm 36 van dé. Vian dé 10, 11, 12, 13 do Yutaka
Taniyama viét. Twong tw nhw cic y twéng ctia Hasse, cac van dé cda Taniyama ciu thanh
mot gia thuyét vé cac ham zeta. Dwong nhuw 6ng da tim ra dwoc moi lién hé gitra cac ham tw
ding ciu cta Poincaré trén mit phing phitc véi ham zeta trén dudng cong elliptic. That
khé hiéu 1a vi sao dwdrng cong elliptic lai lién quan d&€n mot cai gi d6 trén mat phang phic.

"Anh dang ndi gi...?"



Cai gia thuyét 4n chira trong bon van dé cua Taniyama la rat m¢ nhat. Taniyama da khong
trinh bay cac vdn dé mot cach ro nghia vi c6 thé 1a 6ng khong ddm khang dinh chic chan
mdi lién hé d6 1 cai gi. Nhwng y twdng co ban lai nam & day. Theo trwc gidc va cdm giac thi
cac ham tw dang ciu cung v&i nhiéu tinh ddi xirng cia chiing trén mat phang phic c6 lién
hé nao do6 voi cac phuwong trinh Diophantine. Diéu nay, tit nhién khong dé gi thiy duoc.
Taniyama da tim ra méi lién hé ngdm gitra hai nganh todn hoc rit khic nhau.

André Weil mudn biét chinh xac nhirng diéu ma Taniyama da nghi. Theo bién ban cta hoi
nghi, tirc 12 tap ky yéu da dwoc cong bd bang tiéng Nhat, mot cudc trao ddi da dién ra gitra
Weil va Taniyama nhuw sau: [16]

Weil: Anh c¢é cho rdng tdt cd cdc ham elliptic dwoc "déu héa" béi cdc ham modula?

Taniyama: Chi cdc ham modula khéng théi thi sé khong du. Téi nghi la cdn c6 cd cdc dang ddc
biét khdc ctia cdc ham tw dang cdu.

Weil: Tdt nhién, cé 1€ déi véi mét s6 ham cé thé van dung dwoc phwong phdp dé. Nhwng trong
trwong hop téng qudt, chiing t6 ra khdc nhau hoan toan va rdt ky Ia...

C6 hai vin dé dé nhan thdy tir cudc hdi thoai trén. Thir nh4t, Taniyama thién vé "cac ham tw
ding c4u" hon 12 "chi cAc hAm modula" trong m&i quan hé véi cac dudng cong elliptic. Thi
hai, Weil khong tin rang trong trwdmg hop téng quat lai c6 méi lién hé nhw vay. Sau nay 6ng
da thé hién rdé hon sw nghi ngd nay, song tit ca diéu d6 1am moi nguwdi ngac nhién vi rang
cudi cling tén clia dng lai gan lién véi cai gia thuyét ma ong chwa bao gior dit ra va thAm chi
con khong tin la né diung. Nhwng doi khi dinh ménh lai quay vong that ky la va dang ngo,
tham chi ca nhitng diéu ky la hon nita cling sé dién ra.

Toan bd sw viéc nay sé con lam cho nhiéu ngwdi ban tim trong nhiéu thip nién sau dé. Viéc
tim hiéu chinh x4c nhirng gi Yutaka Taniyama d4 ham y dén, nghi dén ciing nhw da noéi ra la
yéu cau dit ra cho cac st gia ngay nay. C6 diéu thit dang tiéc la sy bat hanh da bam theo
Taniyama ciing nhw n6 da xay ra véi nhiéu thién tai toan hoc tré tudi khac.



Nhitng ndm sau d6, Goro Shimura da roi Tokyo, dau tién la téi Paris, sau dé6 dén Vién
Nghién ctru Cao cip va Trwong Dai hoc Tong hop Princeton. P6i ban Taniyama va Shimura
van tiép tuc trao d6i véi nhau qua thw tir. Thang 9 nim 1958, Goro Shimura nhan duoc 14
thw cudi cuing ctia Yutaka Taniyama. Sang ngay 17 thang 11 ndm 1958, nim ngay sau 1€ sinh
nhat IAn th ba mwoi mét clia Yutaka Taniyama, ngwoi ta tim thdy 6ng da tw van trong cin
phong cia minh cung véi 14 thw tuyét ménh dé lai trén ban lam viéc.

Gia thuyét cia Shimura

Mot thip nién da tréi qua ké tir H6i nghi Tékyo-Nikko va Goro Shimura, lic nay dang &
Trwong Pai hoc Téng hop Princeton, van tiép tuc cdng viéc nghién cru clia minh vé ly
thuyét s6, cac ham zeta va cac dwong cong elliptic. Ong da hiéu ngudi ban cii cia minh méc
sai s6t todn hoc & chd nao va chinh viéc nghién ctru va tim toi sw hai hoa bi 4n trong cac linh
vurc todn hoc cua ban thin 6ng da gitp 6ng xdy dwng dwoc mot gid thuyét khac ré rang hon
va chinh xac hon. Gia thuyét cua 6ng la: moi dwong cong elliptic trén cac sé hiru ty dwoc
"déu hoa" b&i dang modula. Cac dang modula 1a cic yéu t6 trén mat phang phitc va ching
dic biét hon cac ham tw dang cu cta Taniyama. Va viéc chi ra mién xac dinh 1a cac sd hiru
ty va nhirng sy diéu chinh khac cling 1a nhirng stra d6i quan trong.

Gia thuyét ctia Shimura c6 thé giai thich bang hinh 20.

Hinh 20

Néu ta "cudn" mat phang phirc thanh mot hinh xuyén (cai banh virng vong trong hinh 20),
thi mit cong nay sé chira tit ca cidc nghiém cta cac phwong trinh elliptic trén cac s6 hiru ty



va cac s6 hiru ty nay lai ndy sinh tir cAic phwong trinh cia Diophantus. Diéu dé déng vai tro
quan trong trong viéc chirng minh Dinh 1y cudi cung ciia Fermat : Néu mot nghiém cda
phwong trinh Fermat x» + y» = z» ton tai thi nghiém nay cling phai nam trén hinh xuyén. Luc
nay Shimura gia dinh rang moi dwong cong elliptic v&i cac hé s6 hiru ty (tirc 1a mot phwong
trinh cé cac hé sé dang a/b, trong dé ca a va b déu la sé nguyén) c6 médt "ngwdi ban dong
hanh" trén nra mit phang phttc Poincaré cung v&i tinh chit hinh hoc hyperbolic va phi
Euclid cta né. "Nguwoi ban dong hanh" riéng ctia mo6i mot dudng cong elliptic hivu ty 1a mot
ham rat dic biét trén nira mat phang phirc va ham nay 1a bit bién ddi vdi cac phép bién déi
mit phang rat phirc tap - cic phép bién ddi da néu trudc day: f(z)-->f(az+b/cz+d), ma cac
hé s6 14p thanh mot nhém cing véi nhiéu tinh ddi xing ky la. Toan bd qua trinh nay rit rac
roi, 6 tinh chat rat ky thuit va khéng thé chirng minh dwoc trong mét twong lai dinh truéc
- diéu ma hau hét cac nha toan hoc da tin twéng trong nhiéu thip nién.

Gi4 thuyét ctia Shimura néi rang moi dwong cong elliptic gidng nhw phin nam & bén trén
ngin nuwdc cla tang bang tréi trén bién. Bén duwdi ngdn nwéc nay 1a mét ciu tric vo cung
phttc tap. P& chitng minh gid thuyét nay nguwoi ta phai chi ra rang moi tdng bang trdi trén
bién déu phai c6 phan chim dwdi nwdc. M3c du biét rang mot s6 nhom cac tang bang dic
biét c6 phan chim duwéi nwéc nhwng vi c6 nhiéu vo han cac tdng bang nén nguwoi ta khong
thé kiém tra phan dudi cta tirng tang bang mot. Can phai c6 mot chirng minh tong quat dé
chi ra rang mot tdng bang khong thé ton tai néu n6 khong cé phan chim dwdi nwéc. Viéc
trinh bay ré rang mot chirng minh nhw thé la cwc ky khoé khan.

Muwu do6 va sw phan bdi Trong mot bita tiéc tai Vién Nghién citu Cao cdp &
Princeton vao nhitng ndm dau thip nién 1960. Shimura gip lai Jean-Pierre Serre. Theo
Shimura, Serre kha kiéu ngao khi tién vé phia 6ng. "Toi cho rang cac két qua ciia 6ng vé cac
duwong cong modula chang c6 gi hay ho ca", 6ng ta néi. "Vi sao v ? - Do ching khong 4p dung
duwoc cho mot dwong cong elliptic bat ky". Trong loi dap, Shimura phat biéu chinh xac gia
thuyét cia minh: "Mt dwong cong nhw thé bao gi¢r cling dwgc "déu héa" bdi mot dwong
cong modula"[17] .

Serre tién lai phia Weil, ngwoi khong tham dw bira tiéc nhwng la thanh vién cia Vién cho
nén ciing & canh diy, va ké véi 6ng vé cudc thao luin ctia minh véi Shimura. Pap lai, André
Weil tién vé phia Shimura. "C6 ding la 6ng néi vy khong?", dng ngap nglrng héi Shimura.
"Vang", Shimura tra 101, "6ng c6 cho rang nhuw thé 1a hop ly khong?". Mwdi ndam sau khi
Shimura dwa ra gia thuyét, André Weil vin chuwa tin vao gia thuyét nay. Ong da tra loi: "Toi
khong thay cé bat ky 1y do nao phan bac lai gia thuyét vi ca hai tip hop nay déu dém duworc,
nhung toi cling khong thiy bat ky Iy do nao dé ung ho nd". Sau nay, Serge Lang & Truwong



Dai hoc Téng hop Yale da nhan xét nhirng gi ma Weil vira néi 1a "ngd ngin", 1a "réng tuéch".
Serge Lang da gitri cho khodng 50 nha todn hoc trén thé gi¢i nhirng y kién nay cung v&i cac
ban sao chup cia hai 14 thw ma 6ng goi 1a "H6 so Taniyama-Shimura". Piéu ma Weil muén
néi khi 6ng ta tra 1oi Shimura ciing giong nhw thé nay: Néu trong mét cin phong ban thay
bay nguwoi dan 6ng va bay ngwoi dan ba, va ban gia dinh rang ho 1a bdy cip vo chdng thi toi
chang thiy ly do gi d€ phan bac vi s6 dan dng va sd dan ba 1a nhw nhau. Nhung ma téi cling
chang tim dwoc ly do nao dé ing ho cai diéu gia dinh cda ban. Cling c6 thé tit ca ho déu doc
than. Ly do d€ Lang nhan xét 1&i phat bi€u nay ngé ngin 1a & chd: Tuyét nhién khong thé ap
dung cach thirc d€m theo bat ky con dwong gian don nao vao diy dwoc vi "tinh dém dwoc”
nghia 12 dém dwoc vo han (chang han nhw s6 lwong tit ca cac s6 nguyén dwong: 1, 2, 3, 4,...),
va viéc ghép cac tip hop vo han nhw thé 1a moét viéc khéng don gian. DU thé nao thi cling da
rd 1a André Weil khong tin gia thuyét cia Shimura 1a ddng. Sau ndy, 6ng ta thira nhan rang,
cudc doi thoai di dién ra va cho rang cudc ddi thoai nay 1a ngé ngén, 1a 4u tri va 1a gi gi
nita.. Nhuwng phai dén tdn ndm 1979 Weil méi chinh thirc thira nhin va viét : [18]

"Vai ndm sau, tai Princeton, Shimura héi t6i cé cho rdng moi dwdng cong elliptic trén Q
(trwong cdc sé hiru ty, ND) van dwgrc tiép tuc trén jacobi ctia mét duwdong cong dwoc xdc dinh
bé&i nhém con ddng dw ctia mét nhém modula la hop ly khéng. Téi da trd loi éng ta rdng, toi
khéng thdy bdt ci ly do nao dé phdn bdc lai diéu dé, vi tdp hop nay va tdp hop kia déu khdng
dém dworc, nhung téi ciing chdng c6 cdn civ nao dé ting hé gid thuyét nay."

(nguyén van bang tiéng Phap)

Mac du vay, Weil da viét "Shimura hoi t6i", cht khong phai la "Shimura néi véi t6i”, khi néi
dén ménh dé chinh la gia thuyét cia Shimura. Weil da cong boé mot sé bai bao lién quan va
trong khi 6ng ta khong tin vao ly thuyét ctia Shimura thi chinh tén 6ng ta lai gan vai ly
thuyé&t d6. Sw nham 14n da mac nhién ton tai khi cdc nha todn hoc nhic dén nhitng cong
trinh cta cac nha toan hoc khac trong cac bai bdo cia minh, va viéc trich dan sai xay ra dén
tan bay gio khi cic tac gia hiéu biét khong thit can ké vé lich st toan hoc da goi 1a gia thuyét
Weil-Taniyama, ma lé ra phai goi la gia thuyét Shimura-Taniyama thi mé&i ding. Weil c6 vé
thich thu vi sw lién quan ctia minh véi mét ly thuyét quan trong, trong khi chinh 6ng ta lai
khong tin vao no, song hau hét cac nha todn hoc cho rang gia thuyét nay sé dwoc ching
minh vao mét ngay nao do trong twong lai.

Cung v&i nhiéu thap nién tréi qua, ngay cang c6 nhiéu ly do hon dé chirng té su ton tai cla
moi lién hé. Mot khi giad thuyét dwoc chirng minh, né sé la mot ly thuyét toan hoc quan
trong. Weil da nghién ciru xung quanh gia thuyét nay va khong bao gior dé cho cac két qua
clia minh qua xa mdi lién hé c6 thé cé giita cdc dang modula ciia mit phing phic va cac



dwong cong elliptic cia cac phwong trinh cia Diophantine. Va dén khi hiéu r6 rang hon, 6ng
ta gitr kin khong dé cip dén Shimura va vai tro cwc ky quan trong cia nha todn hoc nay
trong su6t gan hai thip nién da qua. Thé roi 6ng ta tan dwong Shimura mot cach rat tw
nhién trong khi dam thoai théng thwong nhwng lai chi néi vé Shimura mot cach thoang qua
trong mot bai bao da dwoc cong bé. Trong khi d6, & Phap, Serre ciing tich cwc gép phén vao
viéc quy két sai Iam. Ong ta da c6 gidng hét sitc nham gin tén tudi André Weil véi gia thuyét
thay cho tén tudi cia Goro Shimura.

"Mot bai tap danh cho ban doc quan tam"

Vao ndm 1967 André Weil cong bd mot bai bao bang tiéng Dirc, trong d6 6ng ta viét: [19]

"Nhitng diéu nay, tirc la nhirng diéu déi véi moi dwdng cong xdc dinh trén Q, cé diing nhw
vdy khéng, thi tai thoi diém nay van con rdt mo hd va cé thé xem nhw la mot bai tdp danh cho
ban doc quan tdm". (nguyén van bang tiéng Ditrc)

DPoan trich nay dé cap dén cac dwong cong elliptic trén cic s6 hiru ty (chung dwoc cic nha
toan hoc ky hiéu bang chir Q), con "sich so verhalten" (tiéng Dtrc) & day 4&m chi cac dang
modula, tirc 1a néi tdi gid thuyét cha Shimura. Nhung & ddy mot 1an nira Weil khéng gan ly
thuyét nay véi ngudi khéi xwdng ra nd. Mai 12 ndm sau 6ng ta méi lam diéu dé va tham chi
chi viét "Shimura c6 hoi téi..." nhw ching ta da thiy. Trong bai bdo bang tiéng Dic néu trén,
Weil cho gia thuyét 1a "mo hé" va khi d6 6ng ta da lam céi viéc la ky. Rat gian don, 6ng ta
quy gia thuyét nay thanh mét bai tip gianh cho ban doc quan tAm (theo nguyén van tiéng
Dirc). "Mot bai tip danh cho ban doc quan tim" nay lam cho mot trong s6 nhirng nha toan
hoc tai ba nhat thé gi¢i phai lam viéc lién tuc sudt bay nam troi dé c6 tim 1oi gidi. Khi mot
nha toan hoc ra bai tip vé nha va yéu ciu hoc sinh chitng minh moét dinh 1y nao dé thi
thuwdmg ngwdi 4y da c6 mot cach chirng minh nao dé cua dinh ly va tit nhién phai tin chic
rang dinh 1y 1a ddng chtt khong phai "mo ho" nhw Weil da mo ta.

D3 tirng ¢ mot cAu chuyén cii k€ rang mot gido suw toan hoc ndi véi ca 16p "diéu nay 12 hién
nhién" khi dé cAp dén mot khai niém nao dd. Lép hoc tré nén béi réi vi dieu d6 chang hién
nhién chit nao. Cudi cing mét sinh vién diing cadm gio tay va héi "Vi sao a?". Thé 13, vi gido
suw bat dau vé vé, viét viét Ién mép bang bang mot tay, con tay kia che nhitng dong chir do,



roi x6a hét nhirng gi 6ng vira lam. Sau khoang mwdi phit kin ddo lam nhap, vi gido sw x6a
sach bang ro6i thong bao v&i ca 16p dang than mét ra: "Pung viy, diéu nay la hién nhién".

Sw ddi tra Trong nhitng nam 1970, cic v4n dé cta Taniyama tir Hoi nghi Tokyo-
Nikko dwoc phé bién rong rai hon. Trong thoi gian nay, vi Weil da viét vé cai gia thuyét ma
ong ta ho6 nghi, cadc dwong cong elliptic modula dwgc biét dén nhw 1a "Cac dwong cong Weil".
Khi ma cac vin dé ctia Taniyama dwoc biét dén nhiéu hon & phwong Tay thi cai gid thuyét
vé cac duong cong nay dwoc goi 1a "Gia thuyét Taniyama-Weil". Nhw viy la tén cia Shimura
bi gat ra ngoai hoan toan. Song vi tén clia Taniyama da dwoc gan vao, Weil bat dau cong
kich cac gia thuyét. Nam 1979, chi ndm nam trwéc khi dwgc Gerd Faltings chirng minh, Weil
thim chi da 1én tiéng chong lai "cai goi la 'gid thuyét Mordell' vé cdc phwong trinh cda
Diophantine”. Ong ta néi: "That thi néu diéu nay 1a ding, con tdi tha danh cudc cho né ding
con hon 14 cho n6 sai. Nhwng ddy ching qua ciing chi 1a diéu mong muén vi chang c6 ty ddu
hiéu gi ing hé hay phan bac né ca". Nhwng khi d6 Weil da nham. Ngay tir nhitng ndm dau
thip nién 1970, mot s6 nha todn hoc Nga, trong dé c6 Shafarevich va Parshin, da dat dwoc
nhitng két qua minh chirng cho gia thuyét Mordell. Qua nhién, vao ndm 1984 Gerd Faltings
da hoan toan chirng minh dwoc gia thuyét nay, lam cho Pinh ly cudi cung cia Fermat "hau
nhw luén luén ding".

Trong khi André Weil quay lai phan bac tit ca cac gia thuyét vao luc tén 6ng ta khéng con
dwoc doc quyén gan voi cai gia thuyét ma gio diy nhiéu nha toan hoc goi 1a Gia thuyét
Taniyama-Weil, thi & Paris, Serre dang c6 1am sao cho tén tu6i ctia Shimura khong dwoc gin
voi gid thuyét nay. Vao ndm 1986, trong mot bira tiéc lai Trwong Pai hoc Tong hop
California & Berkeley, trong tim nghe dwoc cia mot s6 nguoi, Jean-Pierre Serre da noi voi
Serge Lang rang André Weil di ké cho minh vé cudc dam thoai gitta 6ng ta véi Goro
Shimura. Theo Serre thi diy la nhitng gi da xay ra do Weil ké lai:

Weil: Tai sao Taniyama lai cho rdng tdt cd cdc dwong cong elliptic Ia modula?

Shimura: Chinh 6ng dé néi véi éng dy nhw thé, 6ng quén rdi ddy.

Luc d6, Lang - ngwoi da tirng vo tinh str dung cac thuat ngit "dwong cong Weil" va "gia
thuyét Taniyama-Weil"- cam thay nghi nge. Ong da quyét dinh tw minh di tim sw that. Lang
1ap tirc viét thw cho ca Weil va Shimura, roi cho Serre. Shimura ditt khoat phti nhin viéc



mot cudc hoi thoai nhu thé da tirng x4y ra, dong thoi dwa ra nhiéu bang chirng cho 1&i xac
nhan nay. Weil khong tra loi ngay. Con Serre, trong 11 dap cia minh, da chi trich viéc Lang
mudn tim ra sy thit. Trong xémina Bourbaki vao thang 6 ndm 1995, Serre van dé cip dén
gia thuyét ctia "Taniyama-Weil" ma gat ra ngoai tén tudi clia ngwoi khéi xwdng ra gia thuyét
d6 - ngwoi ma 30 ndm trwde da tin twdng va théng bao cho 6ng ta gid thuyét cia minh. Sau
khi Lang lién hé v&i Weil 1an thir hai thi Weil méi tra 1o, Blrc thw ctia 6ng ta nhw sau: [20]

Ngay 3 thdng 12 ndm 1986
Ong Lang kinh mén!

T6i khéng nhe la téi da nhdn dworc birc thw 6ng viét ngay 9 thdng 8 khi nao va & dau. Khi
nhdn dwoc thw 6ng, téi da (va hién vdn dang) cé nhirng vdn dé quan trong hon nhiéu cdn phdi
suy nghi.
Téi budc phdi phdn déi quyét liét bdt ci sw dm chi nao rdng téi da mwu toan gidm bét cong
lao ciia Taniyama va ctia Shimura. Téi ldy lam vui mirng khi thdy éng ngwéng mé ho. T6i
ciing vdy. Viéc thudt lai cdc cudc héi thoai dién ra rdt ldu trwéce ddy thwong dé dan dén hiéu
Iadm. Ong nhin nhdn chiing nhw la "lich sit"; nhung khéng phdi thé. Ciing Idm thi chiing ciing
chi la nhirng giai thogi. Con vé cudc tranh ludn ma 6ng cho la ddng dé x&i vdan dé 1én thi téi
thdy chinh nhitng birc thw ctia Shimura da két thic dirt diém vdn dé déi véi moi ngudi.
Vé viéc gdn cdc tén tudi véi nhitng khdi niém, dinh ly, hodc (?) gid thuyét, téi vdn thudng
noi :
(a) khi mét tén riéng gdn véi (gid du) mét khdi niém, diéu nay khdéng bao gio dwoc xem la
ddu hiéu chitng té rdng tdc gid dwoc néi téi da lam gi lién quan t&i khdi niém dé; diéu ngwoc
lai méi thwong diing nhiéu hon. Pythagoras ddu cé lam gi cho dinh ly "ctia 6ng", Fuchs véi cdc
ham Fuchs ciing vdy va August Comte v&i dwong August-Comte ciing khéng hon gi;
(b) nhitng tén riéng cé xu hwdng dwoc thay thé bang nhirng cdi tén hop ly hon : ddy Leray-
Koszul nay goi la ddy phé (abel gi¢r ddy dwoc viét bang chir a thuwdng, nhw Siegel truéc kia cé
lan da noi voi Erdos).
Tai sao tbi khéng nén thinh thodng dwa ra cdc nhdn xét "ngé ngdn" (theo nhw cdch 6ng
néi)? Thuc ra, téi dd "khéng cé lién quan gi" ké tir nam 1979, khi téi biéu hién sw hoai nghi
do6i voi gia thuyét ctia Mordell vi khi dy toi hoan toan khéng biét gi vé cdc céng trinh theo
hwéng dé ciia cdc nha todn hoc Nga (Parshin, v.v...). Néu nhw téi cé 16i thi ly do la tbi da cé
nhitng cudc thdo ludn dai véi Shafarevich vao ndm 1972 nhung éng ta chdng bao gi¢r nhdc

toi viéc do.
Kinh thuw,

Weil

AW : ig

Tdi biit : Néu 6ng mudn nhdn bdn Id thw nay bdng chiéc mdy photocopy ctia 6ng thi xin éng
ctr tw nhién. Toi tw héi cong ty photocopy sé lam gi néu thiéu 6ng va nhirng ngwoi gibng nhw
ong.



Sau trong Rurng Pen, mua thu 1984 Trong khi cudc tranh luén vé van dé
ai da khdi xwdéng gid thuyét Shimura-Taniyama dang dién ra gay git & Berkeley, New
Haven, Princeton va vwrot cd Dai TAy Dwong sang Paris thi mét diéu hoan toan bit ngo dang
xay ra ¢ sau trong khu Rirng Pen tay nam nwéc Birc.

Gerhard Frey da nhan bang cr nhan tai Trwong Pai hoc Téng hop Tubingen va bang tién si
tai Trwong Pai hoc Tong hop Heidelberg, noi 6ng da nghién ctru ly thuyét sé va chiu anh
hwdng bdi cac cong trinh cta Hasse va Weil. Frey say mé nghién ctru mai lién hé qua lai
gitra ly thuyét s6 va hinh hoc dai s6, mét linh vuc todn hoc méi dwoc phat trién trong vong
50 niam gan day. Ong ciing quan tam dén hinh hoc s6 hoc. Chinh cac mdi lién hé giira Iy
thuyét s6 va cac linh viec méi mé hon ctia hinh hoc dai s6 va hinh hoc s6 hoc da gitp 6ng
tim ra mot khang dinh toan hoc bit ngd. Trong nhitng ndm 70, Frey da c6 nhiéu cong trinh
vé cac duong cong elliptic, cAc phwong trinh Diophantine va nim 1978 6ng da doc bai bao
"Cac duwdng cong modula va idéan Eisenstein" cia Barry Mazur, Trwdng Pai hoc Harvard.
Bai bao da tic dong manh dén Frey cling nhw nhiéu nha ly thuyét s6; trong dé c6 Kenneth
Ribet & Berkeley va Andrew Wiles & Princeton. Bai bdo cia Mazur lam cho Frey thém tin
twong va thdy rang minh cn phai suy nghi rit nghiém tic vé nhitng &ng dung cia cac
dwong cong modula va cac biéu dién Galois vao ly thuyét cac dudng cong elliptic. Ong da
phat hién ra ring diéu nay dan 6ng t&i, va hu nhw khong thé tranh duoc, cadc phwong trinh
Diophantine ma cac phwong trinh nay lién quan chat ché téi cac phwong trinh dang Fermat.
DAy l1a mot nhan xét hét sirc quan trong ma Frey da cd gang chinh xac héa.

Nam 1981 Gerhard Frey tham Trwdng Pai hoc Harvard vai tudn va c6 nhiéu cudc trao doi
v&i Barry Mazur. Cac cudc trao d6i nay da lam sang to6 nhirng diéu 6ng dang suy nghi. Man
swong mu day ddc bao quanh cadc moi lién hé kho6 hiéu ma 6ng hinh dung gitra cic phwong
trinh dang Fermat va moi lién hé gitra cic dang modula va cac dwong cong elliptic da dan
dan tan bién di. Frey di ti€p dén Berkeley va & diy 6ng da ndi chuyén véi Ken Ribet, nha ly
thuyét sé tai ba da tirng tot nghiép Trwong Pai hoc Harvard va da tirng cong tac véi Mazur
trong cac vin dé lién quan. R6i Frey tré vé nwdc Dirc qué hwong clia minh. Ba ndm sau, 6ng
dwoc moi tdi gidng bai tai Trung tAm Oberwolfach nam sau trong khu Rirng Den.

Oberwolfach 12 mot trung tAm hoi nghi va hoi thdo todn hoc, nam gitra mot vung thién
nhién thanh binh va xinh dep, cach xa cac thanh phé va cac vung dan cw dong duc. Hang
nam trung tim tai trg va té chirc khodng 50 hoi nghi qudc té vé cac chu dé toan hoc khac
nhau. Cac bai thuyét trinh, va thim chi ca viéc tham dw héi nghi, déu theo thw moi. Moi c6
gang déu dwoc thwc hién nham tao diéu kién thuan loi cho viéc trao d6i y kién giita cac
chuyén gia dén tir cAc nwdc khac nhau. Nam 1984, Gerhard Frey da c6 bai thuyét trinh tai



mdt hdi nghi vé ly thuyét s6 dién ra tai day. Ong da dwa ra mét nhan xét c6 vé con mo ho.
Ban in ronéd cac cong thirc todn hoc ma 6ng phan phat khip hoi nghi hinh nhw ¢6 ham y
rang néu gia thuyét Shimura-Taniyama qua that 1a dung thi DPinh 1y cudi cling cia Fermat sé&
dugc chitng minh. Diéu nay ching c6 y nghia gi ca. Khi Ken Ribet Ian dau nghe thiy nhan
xét cua Frey 6ng cho dé la mot 1o néi dua. Tinh modula ctia cac dudng cong elliptic 1€ nao
lai c6 thé lién quan téi Dinh 1y cudi cling ctia Fermat? - Ong tw hoi roi khong suy nghi gi
thém vé diéu nhin xét la lung dé va ti€p tuc cong viéc cia minh. Nhuwng mét s6 nguwoi &
Paris va nhitng noi khic lai quan tim dén cai ménh dé chwa dwoc chirng minh va chwa hoan
chinh 1dm cua Frey. Jean- Piene Serre da viét thuw cho mot nha toan hoc tén 1a J.F. Mestre. La
thw nay dwoc nhiéu ngudi biét dén va sau diy Serre da cong bé mot bai bao nhic lai cac gia
thuyét ciia minh trong birc thw giri Mestle [21] .

Pinh ly cua Ribet

Ken Ribet, ngudi ltc ddu da cho rang ménh dé cia Frey 1a mot 1o néi dua, da bat dau dé y
dén cac gia thuyét caa Serre va thuc té, khi Ribet danh thi gio suy nghi vé "loi néi duia" ciaa
Frey, 6ng nhan thiy mot diéu gi d6 da hinh thanh cho minh. D6 la viéc phai lam sang té cac
phat biéu cia Gerhard Frey. Néu cac phat biéu d6 dwgc chirng minh thi sé c6 dwoc phép suy
dién sau day:

Gia thuyét Shimura-Taniyama --> Dinh ly cudi cing ctia Fermat.

’
Ken Ribet dang trinh bay cac dinh ly quan trong cia minh.




Y twdng clia Frey dwoc phat trién that tai tinh. Frey 1y luan nhw sau: Gid s& Dinh 1y cudi
cung ctia Fermat sai. Thé thi, v&i liy thira n nao do6 16n hon 2, phwong trinh Fermat: x» + y
=z » s& c6 nghiém, trong do x, y, z 1a cac s6 nguyén. Khi d6, mot nghiém riéng a, b, ¢ c6 thé
lam ndy sinh mot dwong cong elliptic dac biét. Nay Frey da viét ra dwoc phwong trinh tong
quat ciia dwong cong nay dwa trén nghiém cua phwong trinh Fermat. Gid thuyét ma éng
trinh bay tai Oberwolfach néi rang dwdng cong nay, bay giv goi 1a dwong cong Frey, 1a mot
"con vat" rit ky la. N6 ky la dén noi khong thé ton tai trong thuc té. Va diéu quan trong nhit
la : cai dwong cong elliptic dwoc tao thanh trong treong hop Pinh 1y cudi cung cia Fermat
sai khong thudc dang modula. Vi viy, néu gia thuyét Shimura-Taniyama thwc sw dung thi tit
ca cac duwong cong elliptic phai la modula. Do d6, cai dwong cong elliptic ma khong phai la
modula khong thé ton tai dwoc. T d6 suy ra: dwong cong Fley - duwong cong elliptic khong
phai 1a modula (cung véi tat ca cac tinh chit dic treng Ky la khac ciia né) khong thé ton tai.
Do vy, nghiém ctia phwong trinh Fermat cling khéng thé tén tai. Sw khong tén tai nghiém
clia phwong trinh Fermat c6 nghia 1a Pinh 1y cu6i cing cia Fermat (néi rang phwong trinh
khoéng cé nghiém nguyén v&i moi n 1én hon 2) dwoc chirng minh. Pay la mét qua trinh suy
dién rit phirc tap nhwng da dwoc tién hanh theo moét quy tic logic chirng minh to4n hoc
quen thudc, d6 1a : A suy ra B; do d6, néu B khong ding thi A cling khéng ding. Tuy nhién,
chinh ménh dé Frey ciing chi 12 mot gid thuyét. Gia thuyét nay phat bi€u rang néu mot gia
thuyét khac (gia thuyét Shimura- Taniyama) dung thi Dinh ly cu6i cung ctia Fermat sé dworc
chirng minh. C3p cac gia thuyét tiép theo trong birc thw cla Serre giri Mestre da gitp thém
Ken Ribet nhin nhan gia thuyét Frey bang nhirng thuat ngit ré rang hon.

Gerhard Frey, nguoi ¢6 "y twdng ky quic” rang khong thé
ton tai mot dwong cong elliptic nhw 1a mot nghiém cia phwong trinh Fermat.

Truwdc day, chdng bao gior Ken Ribet quan tAm dén Dinh 1y cudi ciing cia Fermat. Khéi dau
ong theo nganh héa hoc tai Truwdng Pai hoc Téng hop Brown. Do 4nh hwéng va sw dan dat
cua Kenneth F. Ireland, Ribet d3 hwéng dén toan hoc va say mé cic ham zeta, cac tong liy
thira va ly thuyét s6. Ong tirng ban luan qua loa vé Pinh 1y cudi cliing cia Fermat nhw 13
"mot trong nhirng vidn dé ma tAm quan trong thuwc sw cta chiing chang c6 gi dé ndi nira".
Nhiéu nha toan hoc ciing gitt quan diém nhw thé bdi vi cac van dé trong ly thuyét s6 c6 xu
huéng biét 1ap, ching khong c6 ciu tric théng nhit hodc tuin theo nguyén tic co ban
chung nao. Tuy nhién, diéu thu vi ctia Pinh ly cudi cing ctia Fermat chinh 13 & chd né néi
lich st toan hoc tir budi diu ctia nén van minh t&i thoi dai cta chung ta. Va lod gidi cudi



cung cda bai toan cling ndi lién hau nhw toan bd cac nganh trong pham tru toan hoc, bao
gdm ca cac linh virc nam ngoai ly thuyét s6 nhw dai s6, giai tich, hinh hoc va topo.

Ribet tiép tuc lam luin an tién si todn hoc tai Trwong Pai hoc Harvard. M&i dau con gian
tiép roéi sau khi da tré thanh tién si toan hoc thi truc tiép hon, 6ng da chiu anh hwéng cta
nha ly thuyét sd va nha hinh hoc xuit sic Barry Mazur - mot con ngwdi ma bang tAm nhin
ctia minh dng ta da truyén cam hirng cho moi nha toan hoc c6 tham gia du chi rit it vao viéc
cd gang chirng minh DPinh 1y cudi ciing cia Fermat. Bai bdo clia Mazur vé idéan Eisenstein 12
mot ban tém tat ly thuyét cac idéan ma trong thé ky trwdc Ernst Kummer da phat trién
thanh cac linh vuwc todn hoc hién dai - hinh hoc dai s6 va cac cach tiép can méi doi vai ly
thuyét s6 théng qua hinh hoc.[22]

Cu6i cung, Ribet da tr& thanh gido sw toan hoc cua Trwong Pai hoc Téng hop California &
Berkeley va tiép tuc nghién ctru ly thuyét s6. Nam 1985, 6ng dwoc biét cai nhan xét "mo ho"
clia Frey rang: néu nghiém cta phwong trinh Fermat ton tai, titc 13, néu Dinh 1y cudi cung
ctia Fermat sai, thi nghiém nay sé tao nén mot duwong cong hét sirc ky quic. Pwong cong
Frey nay sé gan véi mot dwong cong elliptic khong modula. Cip gid thuyét dong hanh trong
birc thw cia Serre giri Mestre di khién 6ng quan tAm dén viéc cd gang chirng minh gia
thuyét Frey. Mac du lau nay khong thwc sy quan tdm dén Pinh 1y cudi cung cia Fermat
nhung Ribet da nhan ra rang vin dé nay tré nén thoi sw va noé dién ra ngay trong linh vuc
ma 6ng nghién ctru rat kj. Trong tuin 1€ tir ngdy 18 dén 24 thang 8 nam 1985, Ribet da
tham du hdi nghi hinh hoc dai s6 - s6 hoc tai Arcata, California. Ong bt dau suy nghi vé
ménh dé Frey va né lam cho 6ng ban ron tri 6c trong suét mot nam sau dé. Khi Ribet hoan
thanh cong viéc giang day tai Berkeley vao ddu mua hé nam 1986, 6ng da bay sang Dirc va
tiép tuc nghién cru tai mot trung tAm toan hoc noi tiéng thé gidi, Vién Max Planck. Vira dit
chan téi Vién, Ribet da thuc hién mot ct dot pha vi dai. Ong gan nhw da chirng minh dwoc
gia thuyét Frey. Nhung 6ng van chwa hoan toan dat dén dich. Khi tré vé Berkeley, Ribet tim
gap Barry Mazur méi tir Harvard téi tham noi day. "Barry, chiing ta hdy di uong mot tach ca
phé di!", Ribet goi y roi hai nguoi téi mot quan ca phé quen thudc & gan khu Trwong Dai
hoc Téng hop California. Trong khi nhdm nhdp ly ca phé sira, Ribet tAm sw v&i Mazur: "Toi
dang c6 gang khai quat nhitng gl minh da lam dwoc dé€ cé thé chirng minh duwoc gia thuyét
Frey. Hinh nhu t6i van con thiéu mot cai gi d6 d€ khai quat chirng minh...". Mazur nhin vao
nhitng gi ma Ribet dang cho 6ng xem. "Ken nay, ciu di hoan tat ca roi diy", 6ng noéi, "ciu
chi cin thém vao mot khong diém gamma dic biét nao do6 cua ciu tric N, roi tiép tuc cach
lam cda cdu va nhw vay ciu da dén dich!". Ribet nhin Mazur, r6i lai nhin ly ca phé sita cta
minh, va sau d6 ng& ngang quay lai nhin Mazur. "Lay Chua, anh hoan toan chinh xac!", 6ng
néi. Sau d6 dng tré vé phong lam viéc cia minh dé hoan tit chitng minh. "Y twéng cia Ken
that hét strc tuyét diéu", Mazur thot 1én khi n6i vé chirng minh tai tinh ctia Ken Ribet sau khi
né dwoc cong bd va dworc gidi todn hoc biét dén. [23]



Barry Mazur, Truwong Pai hoc Tong hop Harvard, "bic tién béi" ctia
cic nha to4an hoc ma su hiéu biét siu sic vé hinh hoc cta 6ng da truyén
cam hirng cho tat ca nhitng ngwdi tham gia déng gép vao viéc tim ra
chirng minh hoan chinh Pinh 1y cu6i cuing ctia Fermat.

Ribet da xay dung va chirng minh dwgc mot dinh 1y chirng té rang néu gia thuyét Shimura-
Taniyama dung thi Pinh ly cudi cung ciia Fermat sé tré thanh hé qua trwc tiép cla gia
thuyét d6. Mot ngwdi méi ndm trwdce con cho rang nhan dinh cta Frey 1a mot 1oi néi dua thi
gior ddy da chirng minh dwoc rang "1 néi dua” 4y chinh 1a mot sy that trong toan hoc. Canh
clra dé€ tin cong bai todn Fermat nay da dwgc rong mé nho cac phwong phap hinh hoc dai
s6-s6 hoc hién dai. Gior day tit ca nhirng gi ma thé gidi cin 1a mot ai dé chirng minh dworc cai
gid thuyét c6 vé khé tin: Gid thuyét Shimura-Taniyama. Khi 4y hién nhién 1a Dinh ly cuoi
cung cua Fermat sé dung.

Udc tho cia mot ciu bé

Nguwoi muon thwe hién diéu néu trén chinh 1a Andrew Wiles. Nim muwi tudi, Andrew Wiles
da dén thw vién céng cong cia thanh phé noi ciu sinh séng tai nwéc Anh va trong thiy mot
cuon sach toan hoc. Ciu da doc dwoc Dinh 1y cudi cung cia Fermat trong cuén sach dé. Cai
dinh 1y, nhw md ta trong cudn sach, dwong nhw qua don gidn dén ndi bat cir mot em bé nao
cling c6 thé hiéu dwoc. Theo 101 Wiles: "Trong sach néi rang ban sé khong bao gi¢ tim dwoc
cac sO nguyén x, y, z sao cho x3 + y3 =z 3, DU ban hét strc ¢d gang thit thé nao di nita, ban
cting khong bao gi¢ tim dwoc cac s6 nguyén nhw thé. Va trong sach con ndi rang diéu do
cling dung doi véi x « + y+ = z+, X 5 + y5s = 75, va v.v... Diéu nay cé vé qua don gian. Va cudn
sach néi rang hon ba trdm ndm nay chwa mot ai chirng minh dwgc diéu nay. T6i mudn
chirng minh diéu dé...".

Vao nhitng ndm 1970, Andrew Wiles vao dai hoc. Sau khi to6t nghiép, anh dwoc nhin lam
nghién ctru sinh toan tai Cambridge. Thay hwéng dan anh 13 gido su Joan Coates. Wiles phai
ngirng wéc mo chirng minh Pinh 1y cudi cung cta Fermat tir thoi 4u tho cia minh lai. Viéc



nghién ctru bai toan nay da ngdn mit qua nhiéu thoi gian dén ndi chang nghién ctru sinh
nao dam di siu vao do. VA lai, c6 thay hwéng dan nao lai ddm nhin mot nghién ctru sinh v&i
bai toan c6 d6 - mét vin dé da thu hit nhitng bd 6c siéu viét nhat thé gidi di tim loi gidi tie
hon ba thé ky nay? Vao thip nién 1970, bai toan Fermat khong "hop thoi" niva. Cai "hop
thoi", cai chd dé nghién ctru thwe sy néng héi trong 1y thuyét sé lac dé la cac dwong cong
elliptic. Vi vay, Andrew Wiles da danh thi gi nghién cttu cac dwong cong elliptic va mot
linh vuc c6 tén goi la Ly thuyét Iwasawa. Anh da hoan thanh ludn van tién si va sau khi
dugc cip bang tién si anh da tim dwoc mot chd 1am viéc tai Khoa Toan Trudong Pai hoc
T6ng hop Princeton va chuyén sang Hoa Ky. O' d6, anh tiép tuc nghién ctru cac dwdng cong
elliptic va Ly thuyét Iwasawa.

Ngon Itra cii lai birng chay

M6t budi téi mua hé néng birc, Andrew dang nhap ly tra da tai nha mot nguwoi ban. Dot
nhién, dang gitta cau chuyén, ngwdi ban hoi: "A nay, anh cé biét Ken Ribet vira chirng minh
dwoc Gid thuyét Epsilon khong?". Gia thuyét Epsilon, theo giai nghia cda Serre, chinh la gia
thuyét Frey vé méi lién hé gitra Dinh 1y cudi cing ctia Fermat va gia thuyét Shimura-
Taniyama, dwoc cac nha ly thuyét sé goi tén mot cach chwa chinh thirc. Wiles gidt ndy minh.
Ngay ltic d6, anh biét rang cudc doi anh da thay ddi. Udc mo chirng minh Dinh 1y cudi cling
cia Fermat tir thoi 4u tho - mot wéc mo ma anh da phai gac lai dé tién hanh cong viéc
nghién ctru kha thi hon - da s6ng lai véi mot sttc manh la thwdng. Anh vé nha va bat dau suy
nghi xem minh c6 thé chirng minh gia thuyét Shimura-Taniyama nhuw thé nao.

"Trong vai ndm dau", sau nay anh tAm sw, "tdi bi€t minh khong c6 ddi thu vi tdi biét rang
khong c6 ai - k€ ca toi - c6 dwoc y twdng 1a sé bat dau tir dau". Anh quyét dinh nghién ctru
van dé mot cach kin ddo trong trang thai don doc. "Qua nhiéu nguwoi biét dén sé lam mat tp
trung. T6i sém nhan thdy rang chi cAn dé cip dén Fermat 1a 1p tirc thu hat qua nhiéu sw
chu y". Pwong nhién, thiéu gi nhitng nha todn hoc diy tai nang, dic biét 1a & mot noi nhw
Princeton, va nguy co mot ai d6 sé hoan thanh cong viéc cua anh thay anh - tham chi con
lam tot hon - 1a hoan toan thyc té. Cho du la vi 1y do gi di nita thi Wiles da tw giam minh
trong can gac xép va bat dau lam viéc. Anh b qua tat ca cac dé tai nghién ctru khac d€ danh
toan bé thoi gian cia minh cho Pinh 1y cudi cing cua Fermat. Wiles st dung tat ca thé manh
cda cac cong cu dai s6, hinh hoc, giai tich va cac linh vic toan hoc hién dai khac; cac két qua
toan hoc quan trong ctia nhitng ngwoi dwong thoi va cia nhitng nguoi da di trwedc trong
lich str; cadc phwong phap chirng minh théng minh ctia Ribet va cac két qua cia dng ta; cac ly
thuyét cia Barry Mazur va cac y twdng cia Shimura, Frey, Serre, André Weil; va nhirng
cong trinh khac cta nhiéu, rait nhiéu cac nha toan hoc khac.



Sw vi dai cia Wiles, sau nay Gerhard Frey nhan xét, 1a & chd anh d3 tin twéng vao viéc anh
lam & mot thoi diém khi ma moi nha toan hoc trén thé gidi tin rang gia thuyét Shimura-
Taniyama khong thé chirng minh dwoc trong thé ky XX.

D€ chitng minh gid thuyét Shimura-Taniyama, Andrew Wiles biét rang anh phai chirng
minh moi dwong cong elliptic 1a modula. Anh phai chi ra rang moi dwdng cong elliptic, ma
nghiém cta né nam trén hinh xuyén, ding 1a mét dang modula. Theo mét nghia nao d6 hinh
xuyén 1a khong gian cdc ham déi xirng phirc tap trén mat phang phirc ma cac ham nay dwoc
goi 1a cac dang modula. Chang ai c6 dwoc y twdng gi d€ chi ra mdi lién hé ky quic nhu thé
gitra hai d6i twong dwong nhw rat khac nhau ay.

Wiles nhan ra rang cich t6t nhit 1a thir d€m s6 cac dwong cong elliptic va sd cadc duong
cong elliptic dang modula, sau d6 chi ra rang "sd lwong" ctia ching 1a nhw nhau. Cach 1am
nay chirng té rang cac dwong cong elliptic va cac dudng cong elliptic dang modula 13 nhw
nhau, va do d6 moi dwong cong elliptic dich thwc 1a modula - nhw gid thuyét Shimura-
Taniyama da néu.

Wiles nhin ra hai diéu. Mot 1a, anh khong cin phai chitng minh toan bd "gia thuyét
Shimura-Taniyama" ma chi cin ching minh cho truwong hgp dac biét: cac dwong cong
elliptic ban 6n dinh v&i hé s6 1a cic s6 hiru ty. Viéc chirng minh gia thuyét ding déi véi mot
16p bé hon cac dwong cong elliptic nay cling di dé chirng minh Dinh 1y cudi cung cda
Fermat. Hai 13, viéc "dém" sé khong ap dung dwoc & diy vi anh dang lam viéc véi cac tap
hop vo han. Tap hop cac duwong cong elliptic ban 6n dinh 1a vé han. Bt ky mot s6 hiru ty
nao dé c6 dang a/b, trong do a, b la cac s6 nguyén, déu cho mdt dwong cong elliptic khac
(chiing ta n6i la mot dwong cong elliptic trén cac s6 hitu ty). Vi ¢ nhiéu v6 han cac s6 nhw
thé (a, b c6 thé 1a cac s6 bat ky trong tp hop nhiéu vo han cac sé 1, 2, 3, 4, ..., dén v cung)
nén co6 nhiéu vo han cac dwong cong elliptic. Nhw vay, cich dém théng thwong khéng dung
duorc.

Chia moét bai toan 16'n thanh cac bai toan nhé hon



Wiles nghi rang minh cin bat du qua trinh nghién ctru tir cac bai todn nhé hon, Ian lwot
tirng bwé'c mét. Dau tién co6 1€ anh phai dé y dén tip hop cadc ham elliptic va xem minh c6
thé lam dwoc gi doi voi tip hop nay. Pay 1a mot cach ti€ép cin hay vi tch cong viéc ra nhw
thé, dan dan anh c6 thé hiéu rd tirng tAp hop ham. Trwdc hét, ngwdi ta da biét rang mot sd
dwong cong elliptic 1a modula. Pay la cac két qua rit quan trong dwoc nhiéu nha ly thuyét
s6 khac tim ra. Nhung Andrew Wiles da sém nhan ra rang viéc chi xét cdc duong cong
elliptic va thir dém ching dé doi chiéu véi cdc dang modula c6 18 khong phai la mot cach
tiép cin hay vi anh dang lam viéc véi hai tip hop vo han. Thuc té, anh ciing khéng tién gan
téi o gidi hon chit nao so véi André Weil da nghi khi 6ng ta néi: "Téi khéng thiy bat ky 1y
do nao phan bac lai gid thuyét ay vi ca hai tip hop d6 déu dém dwoc (v6 han nhuwng cé bac
vO han cuia cac s6 nguyén va cac so hiru ty, khdng phai bic vo han cao hon cla cac s6 vo ty
va continuum), nhwng to6i cling khéng thiy bit ky ly do nao dé Gng hd cho cai gia thuyét
nay...". Sau hai nam ching di dén dau, Wiles lai thit mot cach ti€p cAn mai. Anh nghi rang
minh c6 thé bién déi cac dwdng cong elliptic thanh cac biéu dién Galois, roi sau d6 dém cac
biéu dién Galois d€ d6i chiéu v&i cac dang modula.

Y twéng nay that tuyét voi mic du né khong phai 1a hoan toan méi mé. Nguyén ly ding sau
y twdng nay kha ly thd. Cac nha ly thuyét s6 quan tim téi viéc tim nghiém cta cac phwong
trinh, nhw phwong trinh Fermat ching han. Ly thuyét todn hoc vé cac tredng s6 dit bai toan
nay trong trwong hop cac treong mé rong. Cac trweong la cac tap hop vo han va rong 1én,
rat kho phéan tich. Do d6, cac nha ly thuyét sé thwong st dung ly thuyét Galois dé chuyén cac
bai toan nay twr cac trwong phirc tap sang cai goi la cac nhém. Thong thwong mdt nhom
dwoc sinh ra béi mot tip hop hiru han (hon la vo han) cac phan ti. Vi vy, viéc st dung ly
thuyét Galois cho phép cac nha ly thuyét s6 chuyén tir mot tap hop vo han sang mot tap hop
duwoc biéu dién bdi mot tap hiru han. Phép bién d6i mot bai toan nhw thé tao ra mot budc
tién quan trong vi thao tac trén tip hop hitu han cic phan tir dé hon nhiéu so véi tap hop
v6 han. Viéc dém chi c6 y nghia d6i véi mot s6 lwong hitu han cac phan tk. Cach ti€p can nay
hinh nhw cé thé thuc hién d6i véi mot vai tip hop cac dwong cong elliptic. Pay 1a mot buéc
dot pha thanh cong, nhuwng mot ndm sau Wiles lai mic ket Ian nita.

Bai bao cua Flach

Gidr day, Andrew Wiles dang c8 ging d€ c6 thé dém cac tp hop clia cac biéu dién Galois
twong wng véi cac dwong cong elliptic (bdn 6n dinh) dé so sanh véi cdc dang modula va chi
ra rang chung nhw nhau. Trong khi 1am viéc nay, anh da s dung linh vwc chuyén sdu ma
anh viét luan 4n tién si ctia minh, d6 1a ly thuyét Iwasawa hoanh. Wiles ¢4 giang dung ly
thuyét nay dé tim ra Cong thirc so 1&p, mot két qua ma anh cin cho viéc "dém". Nhung &



day, anh phai d6i mat véi mot birc twong. Anh da khong lam dwoc gi dé c6 thé dén gan ciu
tra loi hon.

Andrew Wiles tra loi phong van.

Mua hé ndm 1991, Wiles dw mot hoi nghi & Boston va & d6 anh da gap lai John Coates, thay
huwéng din luan vin tién si trwede diy clia anh tai Cambridge. Gido sw Coates néi véi Wiles
rang nho st dung mot cong trinh trwdc diy cia nha toan hoc Nga tén 1a Kolyvagin, mot
trong cac hoc tro cia 6ng la Matthias Flach da tim ra Hé thong Euler (mang tén Leonhard
Euler) trong khi c6 gdng chirng minh Cong thic s6 1&p. Day chinh 1a diéu ma Wiles can dé
chirng minh gia thuyét. Shimura-Taniyama, néu ding la anh c6 thé mé& rong cac két qua
riéng biét cta Flach thanh Céng thirc s6 16p hoan chinh. Wiles rat phan khéi khi nghe
Coates néi vé cong trinh ctia Flach. "Ké&t qua nay nhuw 1a d3 dwoc dit 1am s&n" cho van dé cua
anh, Wiles néi, ctr nhw 1a Matthias Flach da lam t4t ca viéc nay chi dé cho anh va Wiles tic
thi gac lai toan bd cong viéc cua minh lién quan dén Ly thuyét Iwasawa hoanh va suét ngay
dém diam minh trong coéng trinh cta Kolyvagin va Flach. Néu "Hé théng Euler" cua ho thuc
suw 4p dung dwgc thi Wiles hy vong c6 thé dat dwoc két qua vé s6 16p va gid thuyét Shimura-
Taniyama c6 thé dwgc chitng minh d6i véi cac dwong cong elliptic ban 6n dinh, nhw thé 1a
dd dé chirng minh Pinh ly cudi cung ctia Fermat. Tuy nhién, diy la mot cong viéc rat khé
khan va n6 nam ngoai linh virc Iwasawa ma Wiles am hiéu twong tan. Cang ngay Wiles cang
cam thay cin phai tim ai dé dé trao d6i. Anh cdn mot ngwdi cé thé ki€ém tra sw tién trién
cong viéc ctia anh trong cac linh vyc chwa dwoc kham pha nay, nhung nguoi do lai khong
duoec tiét 16 diéu gi cho bat cir ai khac.

Mot ngwoi ban tot

Cubi cung Wiles da phai quyét dinh dé chon mot trong hai cach: Hodc 1a anh tiép tuc giit bi
mat moi diéu nhw anh da lam sudt thoi gian dai vira qua, hodc 1a thoi khong 1am thé nira va
trao doi véi mot chuyén gia gidi vé 1y thuyét s6. Va anh da chon cach thi hai vi néu c gitr bi
mat mii c6 thé céng viéc cia anh khong nhich 1én dwgc. Nhw chinh anh da néi, nguoi ta cé



thé danh ca cudc doi dé gidi quyét mot van dé nao dé6 ma khéng dat dwoc két qua nao. Sy
can thiét phai trao ddi y kié€n véi mot ngwdi khac cudi cing da thang yéu ciu gay gat 1a phai
gitr kin moi diéu dé chi riéng minh biét. Nhwng gi¢or diy ciu hoi dat ra la: Ai? Anh c6 thé tin
cly ai dé gitr dwoc bi mat cia minh?

Vao thang giéng ndm 1993, sau sdu ndm lam viéc mot minh, Wiles da bat dau lién hé vaoi
bén ngoai. Anh tim dén gido sw Nick Katz, mot trong cac dong nghiép cta anh tai Khoa Toan
Trwong Pai hoc Tong hop Princeton. Katz la mot chuyén gia vé nhiéu ly thuyét ma cac ly
thuyét nay can thiét cho viéc chirng minh Coéng thirc s6 1¢p. Nhwng diéu quan trong hon la
Katz hoan toan dang tin ciy. Anh 4y chiang bao giv tiét 16 diéu gi ma Wiles khong mudn.
Panh gid nay ctia Wiles 1a hoan toan chinh xac. Nick Katz da gitt mom giir miéng trong sudt
nhiéu thang troi cung lam viéc véi Wiles. Cac ban dong nghiép cua ho trong cong dong toan
hoc dong dao tai Princeton van khong thay c6 gi khac thwdng, mic dau trong nhiéu tuin ho
trong thiy hai nguoi néi chuyén riéng véi nhau hang gior bén nhirng ly ca phé & tin cudi
phong cong cong.

Nhuwng Andrew Wiles van lo ngai rang ai d6 c6 thé td mo vé cong viéc anh dang lam. D&
tranh diéu do, anh da c6 ké hoach d€ gidu su that rang anh dang nghién ctu "van dé gi do"
rat tAm dic cung véi Nick Katz. Wiles t6 chirc mot chuyén dé toan hoc mai sau dai hoc vao
dip mua xuin nam 1993 va Nick Katz da tham dy chuyén dé nay nhw mét sinh vién. Nho
vAy hai nguoi c6 thé cung nhau nghién ctru ma khong ai to mo vé diéu ho dang lam. Chi it
thi day ciing 1a didu ma Wiles da ndi ra. Cac sinh vién khong thé phéng doan dwoc rang
ding sau cac bai gidng nay 1a con dwong dan dén Dinh 1y cudi cung clia Fermat va Wiles,
cung véi s gitp d& cla ngwdi ban tuyét voi Katz, c6 thé tranh tha dwoc tri tué cia ho dé
1ap day nhitng ké hé con lai trong ly thuyét ctia anh.

Chuyén dé dwogc thong bao véi tén la "Cac phép tinh véi cac dwong cong elliptic”, mot cai
tén kha chung chung du dé khong mot ai c6 thé nghi nger diéu gi. M& dau bai giang, gido sw
Wiles néi muc dich ctia chuyén dé nham nghién ctru mot sé céng trinh gn diy ctia Matthias
Flach vé Cong thirc s6 16p. Khdong dé cap gi téi Fermat, khong dé cip gi téi Shimura hay
Taniyama va khong ai c6 thé nghi ngd rang Cong thirc s6 16p ma ho sdp sira nghién ciru sé
12 y&u t6 cin ban dé chirng minh Pinh 1y cudi cling cia Fermat. Cling chdng ai nghi rang muc
dich thuc sw ctia cac bai gidng khong phai 1a day todn cho cac sinh vién sau dai hoc, mala dé
Wiles va Katz cung nhau nghién ctu bai todn nay nhuwng khong bi bat ky dong nghiép nao
cta ho ngo vue, dong thoi lai ¢6 thém cac nghién ctru sinh kiém tra cong trinh gitip ho ma
khong nghi nger gi ca.



Nhwng chi sau vai tuan, tat ca sinh vién bién dau hét. Ho khong thé ti€p tuc khoa hoc vi né
thwc sw chang di dén dAu ca. "Sinh vién" va thinh gia duy nhit con lai 1a Nick Katz, ngwdi cé
1&8 ndm dwoc tit cd moi chuyén & day. Roi Wiles tiép tuc dung bang cta "16p hoc" dé ghi
chirtng minh dai dang dic ctia anh cho Cong thirc s6 1¢p va cuing v&i Nick Katz kiém tra tirng
bwéc mot.

Cac bai gidng khong mac phai sai s6t ndo. Gin nhw 1a chirng minh ctia Céng thikc sé 16p sap
hoan tit va Wiles dang trén duwong dan tdi 1o gidi bai todn Fermat. Vi vay, vao cudi mua
xudn nam 1993, khi chuyén dé chuin bi két thic, Andrew Wiles gian nhw da hoan tat moi
viéc. Anh chi con phai vat 16n v&i mot tré ngai cudi cung. Wiles da c6 thé chirng minh rang
hau hét cac dwong cong elliptic 12 modula nhwng ddi véi mot sd it con lai vAn chwa thé
chirtng minh dwoc. Anh nghi rang minh c6 thé vwot qua khé khin nay va rit lac quan. Wiles
cam thiy da dén lic can phai néi chuyén thém véi mot ngwoi khac niva dé tim hiéu sdu hon
nhitng khé khan cudi cing ma anh dang phai d6i mat. Vi thé, anh di trao déi véi mét dong
nghiép khac cia minh tai Khoa Toan Trwong Dai hoc Téng hop Princeton, gido sw Peter
Sarnak, va cling yéu ciu 6ng ta phai gitt kin. "T6i nghi rang minh sip chirng minh dwgc Dinh
ly cudi cung cta Fermat”, anh n6i va khién cho Sarnak hét strc sirng sét.

"D6 12 diéu khong thé tin dwoc”, sau nay Sarnak nhic lai. "Tai hét sttc kinh ngac, phan khéi,
boi roéi. T6i mudn noi... tdi nhé, dém hom do t6i rat kho ngu". Vay la gior ddy da c6 hai ban
dong nghiép c6 gang giup Wiles hoan tit chirtng minh cta anh. Mic du chang ai biét dwoc cu
thé c4c nha toan hoc ndy dang 1am nhung nguwoi ta van linh cdm thdy mot diéu gi d6. M3c du
chinh Sarnak khang dinh rang khéng ngwi nao biét dwoc diéu gi thdng qua minh c3, nhung
sau nay anh thira nhan rang da vo tinh thét ra "c6 1&8 mot chit béng gio gi diy...".

Khau cudi cung cta bai toan

Vao mot ngay cua thang 5 ndm 1993, khi 4y Andrew Wiles dang ngdéi mdt minh trong phong
lam viéc v&i tAm trang khoé chiu. Hinh nhw moét s6 it dwong cong elliptic von da lanh xa anh
nay van chang lai gan hon chit ndo. Anh van chwa thé chirng minh dwgc chiing 13 modula.
Wiles can chung ciing phai 1a modula b&i néu anh chirng minh dwgc rang tit ca cac dwong
cong elliptic (ban 6n dinh) la modula thi Pinh 1y cudi cung ctia Fermat sé dwoc suy ra tir do.
Lam dwoc diéu nay doi véi hdu hét cic dwong cong elliptic ban 0n dinh da 1a mot két qua
toan hoc 16n lao trong chinh ly thuyét nay, nhwng chwa da dé anh dat dwgc muc dich cta
minh. Tam ngirng cong viéc nghién ciru cing thang ma chwa di dén dau dé nghi ngoi chut it,
Wiles xem lai bai béo cii ctia nguwoi thidy dang kinh Barry Mazur, Truweong Dai hoc Harvard.



Mazur di c6 nhitng khdm pha dit nén méng cho ly thuyét s6. Nhirng két qua cta dng da
truyén cam hirng cho nhiéu chuyén gia trong linh vwc nay, ké ca Ribet va Frey, nhitng nguoi
ma cong trinh clia ho da m& dwong cho ¢ gang clia Wiles. Bai bdo clia Mazur ma gio day
Wiles dang doc lai mé& rong ly thuyét cac idéan dwoc khéi dau béi Kummer va Dedekind, va
con duoc ti€p tuc bdi mot nha toan hoc thir ba cia thé ky XIX - Feldinand Gotthold
Eisenstein (1823- 1852). Mdc du mit sé'm, Eisenstein da c6 nhirng cong hién rit quan trong
cho sw phat trién cua ly thuyét s8. Tham chi, Gauss da noéi, nhw ngwoi ta trich dan: "Chi c6
ba nha toan hoc cua th&i dai: Archimedes, Newton va Eisenstein”.

Bai b4o ctia Mazur vé idéan Eisenstein c6 mot dong lam cho Wiles chd y. Mazur néi rang c6
thé chuyén tir mét tip dwong cong elliptic nay dén mot tip khac. Phép chuyén phai dwoc
thwc hién gin lién v&i cac s6 nguyén td. Diéu Mazur néi ¢6 nghia 1a néu ta dang lam viéc véi
cac dwong cong elliptic dwa trén s6 nguyén t6 3 thi cé thé bién ddi ching sao cho ta cé thé
nghién ctru chiing bang cach thay s 3 bang s6 nguyén t6 5. Phép chuyén 3 thanh 5 chinh 1a
diéu ma Wiles can. Anh bi bé& tac vi khong thé chirng minh dwoc rang nhitng 1ép nhit dinh
cac duwong cong elliptic dwa trén s6 nguyén t6 3 1a modula. Va dén diy, Mazur néi rang ong
c6 thé chuyén chung thanh cic dwong cong dwa trén sé nguyén to 5, ma cac duwong cong
dwa trén s6 5 thi Wiles da chirng minh dwoc la modula. Nhw vy, phép chuyén 3 thanh 5 la
thu thuit cudi cung. Piéu nay cho phép bién doi cdc dwong cong elliptic dwa trén sé 3 rat
kho nghién ctru thanh cac dwong cong dwa trén sé 5 da dwoc biét la modula. Mot 1an nita, y
twdng tuyét diéu cia mot nha toan hoc khéac lai gitip Wiles chién thang tré ngai twédng nhw
khong thé vwot qua dwoc. Andrew Wiles cudi cing da hoan tit moi viéc.

Wiles ciling thu xép thoi gian cia minh that tuyét voi. Vao thang sau, tirc 1a thang Sau, thay
huwéng dan cii ctia anh 12 John Coates s& chu trl mot hdi nghi vé 1y thuyét s6 & Cambridge.
T4t ca cac nha toan hoc cé tén tudi trong linh vwc ly thuyét sé sé c6 mat & dé. Cambridge
von 1a thanh phd qué hwong anh va la noi anh da hoc chwong trinh sau dai hoc. Phai chang
day sé 1a noi ly twdng nhit dé anh trinh bay chirng minh Dinh 1y cudi cung cia Fermat? Lic
nay Wiles phai chay dua véi thoi gian. Anh cAn sdp x&p lai tit ca nhirng viéc da lam dwoc dé
chirtng minh rang gia thuyét Shimura-Taniyama ding d6i véi cac dudng cong elliptic ban 8n
dinh. Piéu nay c6 nghia la dworng cong Frey khong ton tai. Va néu dwong cong Frey khong
ton tai thi c6 nghia la khong ton tai nghiém cua phwong trinh Fermat véi n >2 va do d6
Dinh Iy cudi cling cia Fermat dwoc chirng minh. Bai viét ddy da cua Andrew Wiles dai 200
trang. Anh da hoan tit n6 ding lic dé kip bay sang nwéc Anh. Khi bai thuyét trinh cudi cing
cta anh & d6 két thic, anh tré nén ndi bat bdi ky tich cia minh trwéc nhirng trang phéo tay
vang doi, nhitng 6ng kinh camera birng sang va déng dao cac phéng vién.



Cong viéc tiép theo

Bay gio 1a ldc tong duyét lai toan bd chirng minh. Thong thwong, mot két qua toan hoc hay
bat ky mot phat minh khoa hoc nao mudn dwoc cdng nhin thi phai dwoc giri dang & moét tap
chi c6 uy tin. Cac nha khoa hoc thwdong cong b6 cong trinh cia minh & nhitng tap chi chuin
muc nhw thé. Cac tap chi nay cé trach nhiém giti bai bao dé€n nhirng chuyén gia thudc linh
vuc pht hgp d€ ho xem xét ndi dung cta bai bao, xac dinh xem két qua nghién ctru c6 ding
khong va bai bao cé dang dwoc cong bé hay khong. Nhirng cong trinh khoa hoc dwgc dang
trén cac tap chi c6 uy tin cé thé vi nhw bdnh mi va bo cta gi¢i khoa hoc. Quyén loi va sw
thang tién, hay thong thudng, bac lwong va viéc ting lwong ctia moi nha khoa hoc hoan toan
phu thudc vao cac bai bao dwoc cong bé trén cac tap chi danh tiéng.

Nhung Andrew da chon mdét phwong phap khac. Thay cho viéc gri chtrng minh ctia minh
dén mot tap chi todn hoc chuyén nganh nao dé nhw hau hét cac nha khoa hoc thwong lam,
anh trinh bay né tai mot héi nghi. Cé thé cé hai ly do. Su6t nhitng ndm dai di tim ching
minh, Wiles da luén luén phai gitt bi mat. Néu anh gtri ding chitrng minh trén mot tap chi
nao do thi trwdc tién bai viét ctia anh sé dwgc gii téi cac phan bién do tap chi lwa chon va
mot trong s6 nhirng ngwdi nay hoic cac bién tip vién cé thé tiét 160 bi mit ra ca thé gioi.
Ciing c6 thé Wiles lo ngai rang néu ai do6 biét dwoc chirng minh ctia anh thi ho c6 thé danh
cap bang cach nay hay cach khac roi giri dang thanh cong trinh cta ho. That dang tiéc diéu
nay da tirng xay ra trong khoa hoc. Ly do thi hai 1a Wiles muén lam cho thinh gia thém hoi
hop khi theo déi anh trinh bay chirng minh ctia minh tai Cambridge.

Maic du cac két qua da duoc trinh bay tai hdi nghi, cdng trinh sé van phai duoc giti di xin y
kién phan bién. Nhitng bwéc ctia chirng minh sé& van phai duwgc xem xét lai that ky luéng,
tirc 13, cAc chuyén gia ly thuyét s6 sé phai kiém tra lai chirng minh cia Wiles, tirng dong mét,
dé khang dinh rang anh da thwc sy dat dwoc diéu ma anh muén chirng minh.

Mot ké hé' 16n dworc phat hién

Bai bao 200 trang cua Wiles dwgc giri cho nhiéu chuyén gia hang dau vé ly thuyét so. Ngay
lap tirc, mot s6 chuyén gia rit quan tdm va nhin chung cac nha toan hoc cho rang phép
chirtng minh c6 thé diing. Tuy nhién, ho van con phai chd 1&1 phan quyét clia cadc nha chuyén
mon. "0, tin ch&!", Ken Ribet tra 1&i khi t6i hoi xem anh ¢6 tin chirng minh ctia Wiles khong.



"T6i khéng biét roi cac chuyén gia sé néi sao ngay sau khi ho doc xong chirng minh vi & day
khong thiy str dung Hé thong Euler”.

Mot trong sé cac chuyén gia dwoc chon dé lam phan bién cho chirng minh cia Wiles 1a Nick
Katz, ngwdi ban cua anh & Princeton. Gido sw Nick Katz gianh tron hai thang, thang 7 va
thang 8 ndm 1993, khéng lam gi hét ngoai viéc nghién ctru toan bd chirng minh. Hang ngay,
Katz nhw dinh vao ban lam viéc cia minh va can trong doc tirng dong, tirng ky hiéu toan
hoc, tirng phép suy dién logic d€ bdo ddm rang chirng minh 12 hoan hédo va chip nhan duogc
d6i véi bat cir nha toan hoc nao néu ho doc chirng minh dé. Hang ngay, Katz givi thw dién ti
moét hodc hai I4n cho Andrew Wiles (vi anh dang & xa Princeton vao mua hé dé) va hdéi:
"Anh muén néi gl & dong nay trén trang nay?" hay 1a "Téi khong hiéu bang cach nao phép
suy dién nay lai dwoc suy ra tir phép suy dién néu & phan trén", v.v... Wiles tra 1&i lai bang
thw dién ti& va néu van dé nao doi hoi phai giai thich chi tiét hon thi anh gtri fax ciu tra 1oi
cho Katz.

Mot hém, khi da duyét xong khodng hai phin ba ban thao dai 1é thé ctia Wiles, Katz thay cé
van dé. Nhirng ciu tra loi truedec diy cia Wiles da lam cho Katz hoan toan théa man nhwng
lan nay thi khong. D€ tra 1o ciu hdi ctia Katz, Wiles da giri di mot birc thw dién tlr nhung
Katz da phan hoéi ngay: "T6i van khong hi€u, Andrew a". Vi vy, 1an nay Wiles phai giri fax dé
1am ré mot mai lién hé logic. Katz van khong théa man. Pon gian 1a c6 diéu gi ddy khong n.
Day c6 thé 1a mot trong céc chi tiét ma mac du Wiles va Katz da xem xét ky lwéng hoi mua
xuan khi Wiles gidng "chuyén dé". Ho da c6 gang khic phuc moi kh6 khian nhwng ké hé nay
trong chirng minh ctia Wiles da qua mat ca hai ngwdi. Néu nhw cac nghién ctru sinh khac ma
tiép tuc khéa hoc 4y thi biét ddu mot nghién ciru sinh nao d6 da cé thé gop phan gidp hai
nguoi phat hién ra ké ho.

Khi ma Katz phat hién ra sw nham Ian thi cic nha to4n hoc khac trén thé gi¢i cling nhan ra
chinh vin dé khong 6n d6 trong chirng minh ctia Wiles. Pon gidn 13 & khau nay khéng thiy
st dung Hé thong Euler va vi thé khéng lam dwgc gi. Khong c6 Hé thong Euler, cai dwoc
xem nhw mét tong quat héa céng trinh cta Flach va Kolyvagin, thi khéng c6 Cong thirc s6
16p. Khong c6 Cong thirc s6 16p thi khong thé "dém" cac biéu dién Galois cia cdc dudong
cong elliptic d€ so sanh v&i cac dang modula va gid thuyét Shimura-Taniyama khong dwoc
chirng minh. M6t khi gia thuyét Shimura-Taniyama ma chwa dwoc chirng minh la ding thi
chwa c6 chirng minh cho Pinh 1y cudi ciing cia Fermat. N6i mot cach ngdn gon, sw thiéu
vang Hé théng Euler 1am cho moi diéu sup dé giéng nhu mot ngdi nha gidy.



Noi dau kho

Andrew Wiles tré lai Princeton vao mua thu ndm 1993. Anh boi réi, bwc minh, ciu gian,
th4t vong va budn ba. Wiles da hira hen v&i ca thé gidi rang sé chirtng minh Dinh ly cudi
cung cia Fermat nhwng anh chwa hoan tit dwoc. Trong todn hoc cling nhw trong hau hét
cac linh vwc khéc, thyc chat 1a khong thé c6 gidi thuwdng "loai hai" hodc "khuyén khich".
Wiles chan nan quay vé cin gac xép ctia minh va c6 ging hoan tit chirng minh. "Lic nay,
anh 4y dang gidu ca thé gi¢i mot didu bi mat", Nick Katz nhé lai, "va toi nghi rang anh iy
cam thiy kha bwc bdi vé diéu dé". Cac dong nghiép c6 giup Wiles, ké cd nguwoi sinh vién ci
cda anh la Richard Taylor dang giang day tai Cambridge ciing dén Princeton dé co giup anh
hoan tit chirng minh.

"Bdy ndm diu lam viéc mot minh, t6i ludén hao hirng véi tirng phut mot", Wiles nhé lai, "t6i
da d6i mat ma khéng hé ngan ngai chit nao véi mot van dé kho khian dén mikc twdng nhw
v0 vong. Nhung gior ddy 1am toan theo cai cach phd bay hét ca ra thé nay chac chin khong
phai la phong cach ctia toi. Téi sé khong bao gior dé cho tinh hudng nay 1dp lai mét Ian nao
nira". Va cai kinh nghiém cay dang cir dang dai bam 14y anh mai. Hét ky nghi phép, Richard
Taylor da quay vé Cambridge vy ma Wiles van chuwa nhin thiy doan két & dau. Pong
nghiép nhin anh véi 4&nh mét dong vién, hy vong, xen 1an sw thong cdm va moi ngudi xung
quanh déu thau hiéu néi dau khé ctia anh. Ho muén biét. Ho mudn nghe dwoc nhirng tin titc
tot lanh nhwng khong mot déng nghiép nao dam héi anh dang hoan tit chirng minh dén dau
roi. Ngoai Khoa Toan cta anh, ca thé gi¢i cling dang hoi hop doi cho. Vao buoi téi ngay 4
thang 12 nam 1993, Andrew Wiles g&i mot birc thu dién tir dén nhém tin tirc may tinh
Sci.math, mét t6 chirc ma nhiéu nha ly thuyét s6 va cac nha toan hoc khac tham gia. Noi
dung btrc thw nhw sau:

Xét hién trang viéc nghién citu ctia téi vé gid thuyét "Shimura-Taniyama" va Dinh ly cudi
cing ctia Fermat, t6i muén théng bdo tém tdt tinh hinh. Trong qud trinh duyét lai chirng
minh, ¢é nhiéu vdn dé ndy sinh va hdu hét da dwoc gidi quyét, song con mot trwong hop riéng
toi van chwa gidi quyét dworc... Téi tin rdng minh cé thé hoan tdt viéc nay trong mét ngay gdn
ddy bdng cdch st dung nhitng y twéng da dwoc gidi thich trong cdc bai thuyét trinh ctia téi
tai Cambridge. Vi vdn con nhiéu viéc phdi lam déi véi bdn thdo nén né chwa thé dwoc dwa ra
cong bé. Trong chuyén dé tai Princeton bdt ddu vao thdng 2 téi sé trinh bay ddy du vé céng
trinh nay. Andrew Wiles



Viéc dién ra sau dé

Nhung Andrew Wiles di lac quan qua sém. Cudi cung roi thi chuyén dé ma anh du kién
trinh bay tai Princeton cling chwa dwa ra dwoc gidi phdp nao méi. Sau hon mét nam troi
qua ké tir thang loi ngdn ngui tai Cambridge, Andrew Wiles gan nhu sdp tir bé moi hy vong
va muon quén di chirng minh con khiém khuyét cia minh.

Buoi sang thir Hai, ngay 19 thang 9 nam 1994, Wiles dang ngb6i & ban lam viéc cia minh tai
Trwong Pai hoc Tong hop Princeton véi nhitng chong tai liéu bay la liét xung quanh. Anh
quyét dinh sé xem lai phép chitrng minh ctia minh lan cudi cung truwéc khi xép no lai va tir bod
moi hy vong chirng minh Pinh 1y cudi cung cia Fermat. Wiles can phai tim cho ra diéu gi da
ngan can anh xay dung Hé thong Euler. Anh muon biét, du chi dé théa man sy to mo cda ca
nhin minh, tai sao anh da thit bai. Tai sao lai khong c6 Hé thong Euler & d6? Anh muén xac
dinh chinh x4c chi tiét k§ thuit nao da 1am cho toan b van dé dd bé. Anh thiy rang du phai
tlr boé chirng minh ctia minh thi chi it anh cling phai c6 dwoc cau tra 1oi 1a tai sao minh da
sai.

Wiles nghién ctru cac bai bdo ndm trwéc mit minh, tp trung cd gang cao dé khoang chirng
hai mwoi phiat. Va chinh luc d6 anh da thiy dwoc chinh xac vi sao minh lai khéng thé hoan
tat dwoc cong viéc. Cudi cung anh da hiéu dwgc minh sai & khau nao. "D6 la thoi diém quan
trong nhit trong toan bo cudc doi nghién ciru cda t6i", sau nay anh ké lai cdm giac cia minh.
"DOt nhién, hoan toan bit ngo dén mirc kho tin, téi da c6 dwoc kham pha tuyét voi. Khong
c6 diéu gi ma toi lam sé... ". Chinh ldc dé nhitng giot nwéc mat da trao ra va Wiles nghet thé
vi xtic déng. Diéu Wiles phat hién ra dwoc vao céi thoi diém dinh ménh 4y 1a "tuyét diéu
khong sao ta néi, that don gian 1am sao va ciing thanh tao 1am sao... d&n ndi toi bit dau
chuyén sang khong tin". Wiles da phat hién ra rang diéu l1am cho Hé théng Euler khong
dung dwoc trong chirng minh lai chinh la diéu lam cho phwong phap Ly thuyét hoanh
Iwasawa ma anh da bé bang di 3 nidm truéc day lai 4p dung dwoc. Wiles nhin chdm chim
vao bai bdo ctia minh mat ldc 1au. Chic chan 1a minh dang mo, anh nghi vay. Diéu nay tuyét
diéu dén mirc kho tin 1a ding. Sau d6 anh néi rang diéu do tuyét vori mot cach gian don nhw
vay thi rat c6 thé né sai. Nhwng mot phat hién quan trong va tuyét voi dén thé thi né cdn
phai dung.

Wiles di di lai lai trong phong sudt miy gio. Anh khong ré minh tinh hay mo. Chéc chéc anh
tré lai ban lam viéc ciia minh dé€ xem xem diéu phat hién ky diéu ctia anh c6 con & dé khong
- n6 van con d4. Anh vé nha va di ngl trong tdm trang day suy tw vé diéu vira kham pha.
Biét dau sang mai anh lai phat hién ra mot 16i nao d6 trong buéc 1ap luan méi nay. Mot ndm
chiu strc ép tir ca thé gidi, mOt nAm ma hét ¢ gang nay dén cd gang khac déu thit bai da



lam lung lay niém tin cia Wiles. Anh tré lai ban lam viéc ctia minh tai trwedng vao bu6i sang
hoém sau va ci vién ngoc ky la ma anh vira tim thdy hém qua van con nam do, né dang doi
cho anh.

Wiles da viét ra mot cach chi tiét chirng minh cia minh c6 st dung phwong phap Ly thuyét
hoanh Iwasawa. Cudi cling, moi thtr da dwgc dit vao dung chd. Cach tiép cin ma anh da st
dung 3 ndm trwdc diy 1a ding. Anh nhéin ra dwoc diéu nay vi thiy riang con dwong cua
Flach va Kolyvagin ma anh di chon 1a khong phu hop. Ban thdo da san sang dé gii di. Trong
tAm trang rat phan chin, Andrew Wiles ng6i vao ban mdy tinh va gii théng diép dién ti
qua mang internet dén nhiéu nha toan hoc trén khdp thé gi¢i: "Hay doi buu phdm phat
chuyén nhanh trong vai ngay t&i".

Nhw da hira véi ban minh la Richard Taylor, ngwdi da tir Anh sang dé giip anh stra chira
chirng minh, bai bAo méi v&i phan hiéu dinh Ly thuyét Iwasawa da mang tén ca hai nguoi,
mac du Wiles dat dwoc két qua thuwe sy nay sau khi Taylor da vé nwéc. Trong miy tuin sau
do, cac nha toan hoc da nhan dwoc bai hiéu dinh cia Wiles cho cac bao cao ma anh da trinh
bay & Cambridge va ho da duyét ky tit ca cac chi tiét. Khong ai tim thdy mot 16i 1am nao
nita. Lan nay, theo cach thong 1€, Wiles gtti cong trinh da dwoc hoan tat cia minh di cong
bo. Thay vi nhw da lam tai Cambridge mot nam rudi trwédre, anh giri bai bdo dén tap chi toan
hoc chuyén nganh, Annals of Mathematics, noi ma cac bai bdo c6 thé dwoc nhiéu nha toan
hoc xem xét k§ cang. Qua trinh dadnh gia kéo dai vai thang va lan nay nguoi ta khéng tim
thdy mot sai s6t nao. SO tap chi Thang 5 nam 1995 dang nguyén van bao cao ctia Wiles da
trinh bay tai Cambridge cung v&i bai hiéu dinh ctia Taylor va Wiles [24] . Pén day, Pinh ly
cuoi cung cia Fermat da hoan toan dwoc chirng minh.

Co6 dung la Fermat da chirng minh dwoc?

Andrew Wiles mé ta chitrng minh cia minh nhw 1a "phép chirng minh cda thé ky XX". Qua
vy, Wiles da st dung cac cong trinh ctia nhiéu nha toan hoc thé ky XX. Anh ciing st dung
két qua cua cac nha toan hoc tién béi. TAt cd nhitng yéu td co ban trong cong trinh cta
Wiles déu bat nguodn tir két qua cia nhitng ngudi khac, rat nhiéu nguoi khac. Vi vay, chitng
minh Dinh 1y cudi cing cia Fermat thwc sw 1a thanh twu cia déng dao cac nha toan hoc thé
ky XX va cla ca nhirng nha toan hoc trwdc cho dén thoi dai cia Fermat. Theo Wiles, Fermat
khong thé c6 chirng minh trong dau khi 6ng viét 1o ghi chu néi tiéng bén 1é trang sach.
Nhan dinh nay ctia Wiles rat c6 thé 1a dung vi gia thuyét Shimura-Taniyama khéng ton tai
cho dén tin thé ky XX. Nhung liéu Fermat c6 thé c6 mot cich chitng minh khac khong?



CAu tré 101 c6 1& 1a khéng. Nhung diéu nay khong hoan toan chic chan. Chang bao gi¢ chiing
ta biét dwgc. Mat khac, Fermat da sdng 28 nam nira ké tir khi 6ng viét dinh ly cia minh 1én
1é trang sach, song khong khi nao dng noi thém diéu gi vé dinh ly dé nira. Cé thé dng biét
rang minh khong thé chitng minh dwoc dinh 1y nay; hoic c6 thé éng di 1Am khi cho rang
phwong phap gidam vd han ma minh st dung trong chirng minh cho trwong hop don gian
v&in=3 c6 thé 4p dung cho trweong hop tong quat; hodc don gian 1a 6ng da quén dinh ly nay
va chuyén sang lam viéc khac.

- : i

T trai sang phai : Cac nha toan hoc John Coates, Andrew Wiles,

Ken Ribet, Karl Rubin chiic mirng chirng minh ctia Wiles tai Cambridge
sau bai thuyét trinh lich str.

Cubi cung, viéc chirng minh dinh ly nay da dwoc hoan tit vao thap nién 1990 va né doi hoi
nhiéu kién thirc todn hoc hon han nhitng diéu ma Fermat c6 thé biét. Ban chit sau xa cla
dinh ly nay khong chi 12 & chd né c6 cd mot qua trinh lich str xuyén sudt chiéu dai cta nén
van minh nhan loai, ma loi gidi cudi cung cua bai toan c6 dwgc 1a nho ap dung va hop nhat
tit ca cac linh v cua toan hoc. Chinh sw hop nhat cac linh vie toan hoc c6 vé nhw tach roi
nhau cudi cung da chinh phuc dwgc dinh ly nay. Va mac du Andrew Wiles la nguoi da thuc
hién céng doan quan trong cudi cung ddi v&i dinh 1y nay bang viéc chirng minh gia thuyét
Shimura-Taniyama, yéu td can thiét dé chitrng minh Dinh ly cudi cung ciia Fermat, nhung
toan b6 chirng minh nay cé céng lao cua nhiéu nguwoi. Va chinh tit ca cac dong gép y cong
lai da din dén loi gidi cudi cung. Khong c6 cong trinh ctia Ernst Kummer sé& khong co ly
thuyét cac idéan, va khéng c6 cac idéan thi khong thé c6 cong trinh ctia Barry Mazur. Khong
c6 Mazur thi sé khong c6 gia thuyét Frey va khéng c6 gid thuyét quan trong nay cung véi
dong gbp cua Serre thi s& khong c6 chirng minh ciia Ribet rang tir gid thuyét Shimura-
Taniyama sé suy ra Dinh 1y cu6i cuing ctia Fermat. Va c6 1é khong thé cé chirng minh Dinh ly
cudi cung cua Fermat néu nhuw khong c6 gia thuyét do Yutaka Taniyama dé xwdng vao nam
1955 tai Hoi nghi Toky6-Nikko, ma sau d6 dwoc Goro Shimura chi tiét héa va hoan thién.
Hay 12 van c6 thé chirng minh khong theo quy trinh trén?



T4t nhién, Fermat khéng thé néu Ién dwoc mot gid thuyét uyén bac dén mirc c6 thé hop
nhAt hai nganh toan hoc rat khac nhau. Hay 1a 6ng da lam dwoc diéu d6? Chang c6 gi 1a chac
chan ca. Chung ta chi biét rang cudi cung dinh 1y nay da dwoc chirng minh va chitrng minh da
dwoc kiém tra di kiém tra lai dén tirng chi tiét nhé nhat bdi rat nhiéu nha todn hoc trén
khap thé gi¢i. Nhung chinh vi chitng minh nay rat phirc tap va hién dai nén khong c6 nghia
la khoéng thé tén tai mot chirng minh don gian hon. Trén thuc té, trong mét bai bao cia
minh, Ribet da chi ra mot hwéng chirng minh Pinh 1y cudi cing cia Fermat ma cé thé khong
can chirng minh gid thuyét Shimura-Taniyama. Va ciing c6 thé Fermat da biét nhiéu vé toan
hoc "hién dai", mdt cong cu day hiéu lwc, ma gior diy két qua nghién clru cta 6ng da bi thit
lac (thwc té nguwoi ta chwa bao gior tim thiy cudn Diophantus cia Bachet ma trén 1é trang
sach Fermat da viét ra khang dinh toan hoc ndi tiéng cia minh). Vi vay, liéu Fermat c6 duoc
moét "chirng minh tuyét diéu" cho dinh ly cia minh hay khéng, chitng minh ma khéng thé
ghi hét ra trén 1é trang sach, diéu nay sé mai mai la mot bi méit cia 6ng.

Gerd Faltings, nguoi 6 cach ti€p can hoan toan khac véi Pinh 1y

cu0i cung ctia Fermat. Vao nam 1993, khi Andrew Wiles thit bai

vi chwa tim dwoec 1o gidi hoan chinh cho bai todn, nhiéu ngwoi da

ngai rang d6 1a ldc Faltings c6 thé tim dwoc 10 gidi ding dé vuot
1én Ardrew Wiles.

Andrew Wiles vao thoi diém quan trong nhat ctia budi thuyét
trinh thi ba tai Cambridge (thang 6/1993), khi ma tat ca moi
nguwoi déu nhan thiy ro 1a lod giai bai todn Fermat da trong tam tay.

Ken Ribet tai quan ca phé noi tiéng, noi 6ng da hoan thanh
chirng minh rang tir gia thuyét Shimura-Taniyama c6 thé suy



ra Pinh 1y cuéi cuug cua Fermat cin phai ding.
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cong elliptic modula va Pinh Iy cudi cung cta Fermat", Annals of Mathematics, s6 142, 1995,
trang 443-551 , bat dau véi khang dinh ghi trén 18 sach bang tiéng La tinh cia Fermat vé
dinh ly cta minh: Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos
ejusdem nominis fas est dividere: cujus rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc
marginis exiguitas non caperet. Pierre de Fermat. Tap chi nay thdm chi da dwoc ban hét
trudrc ca ngay xudt ban va lan dau tién né dwoc dinh gia la 14 déla My /cuon.



LOT TAC GIA

Trong khi chuén bi cuén sach ndy, toi da trich dan nhiéu tw liéu lich s tir cidc ngudn khac
nhau. Tai liéu goc va hoan chinh nhat ma t6i thich thd la cuén sach cta E.T. Bell "Nhirng
nguwoi dan 6ng 1am toan" (du rang tdéi khong thich cai nhan dé c6 phan biét gi¢i tinh nhw
thé, hon nira né thi€u chinh xac vi ¢6 hai nha todn hoc dwgc nhic dén trong sach 1a phu ni;
cudn sach dwoc viét nim 1937). Ro rang 1a cac nha viét lich st todn hoc khac da trich dan
théng tin tir cudn sach cta Bell, vi vy & day t6i khong néu tén cta ho nira. TAt cd cdc ngudn
tw liéu quan trong ma tbi di st dung dwoc dé cip & phan chu giai. Ngoai ra, téi da tham
khao cac bai bdo rat cé gia tri cia Jacquelyn Savani, Trwdng Pai hoc Tong hop Princeton
(Tuén san Princeton, 6/9/1993). T6i cam on ba da gii cho tbi bang ghi chwong trinh phat
trén dai BBC néi vé Pinh 1y cudi cung cia Fermat.

T6i xin cdm on C.J. Mozzochi d3 cung cAp mot sO birc anh vé cac nha todn hoc di tham gia
vao qua trinh chi*ng minh Pinh 1y cudi cung clia Fermat. T6i chan thanh cdm on gido sw
Kenneth A. Ribet, Truwong Pai hoc Tong hop California & Berkeley, da danh cho téi nhirng
cudc phong van bé ich dé thu dwgc nhirng thong tin rit quan trong vé céng trinh nghién
ctru cia dng dan dén chirng minh Pinh 1y cudi ciing ctia Fermat. T6i biét on sau sic gido sw
Goro Shimura cia Trwong Pai hoc Tong hgp Princeton, ngudi da danh nhiéu thoi gian dé
giup toi c6 dwoc cac tw liéu rat quan trong vé céng trinh nghién cru cua 6ng va vé gia
thuyét khong thé thiéu dwoc cua 6ng déi véi chirng minh DPinh 1y cudi cling cia Fermat. T6i
v0 cung cam on giao sw Gerd Faltings cia Vién Max Planck tai Bonn va gido sw Gerhard Frey
cia Trwong Pai hoc Téng hop Essen, Dirc, dd danh cho t6i nhitng cuéc phong van day an
twong va nhirng 101 gop y sau sic. Toi cling cAm on gido sw Barry Mazur ctia Trwdng Dai hoc
Tong hop Harvard da giai thich cho t6i nhirng khai niém quan trong trong Hinh hoc s6 hoc.
Né&u con bat ky sai s6t nao trong cudn sach nay thi hoan toan 1a do 16i clia toi.

T6i cdm on John Oakes, ngwdi xudt ban cuén sach nay, da khich 1é va ung ho toi. Toi cling
cam on Jill Ellyn Riley va Kathryn Belden ctia Nha xuit ban "Bon birc twong Tam clra s6". Va
cu0i cung, tbi rat biét on v toi, Debra.



Amir D. Aczel

Tién sT Amir D. Aczel da t6t nghiép dai hoc nganh To4n va sau d6 nhan bang thac s khoa
hoc tai Trwdong Dai hoc Tong hop California & Berkeley. Hién nay dng la pho gido su vé
Théng ké hoc tai

Trudng Pai hoc Bentley & thanh phé Waltham thudc bang Masachusetts. Ong viét bai cho
nhiéu tap chi trong d6 cé Tap chi Nha Kinh té My, Tap chi Tinh toan Théng ké va Tap chi Dw
bao. Ong 14 tac gid ctia nhidu cudn sach.



